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KAPITOLA 1Rozklady prirodzen�ch �¡sel1.1. Part¡cie | rozkladyTe¢ria part¡ci¡ predstavuje jednu z najzauj¡mavej¨¡ch �ast¡ klasickej kombinatoriky. Dodnesexistuje okolo nich ve�a nevyrie¨en�ch z va�n�ch probl�mov. V tomto odseku uk �eme nieko�kou�ito�n�ch jednoduch�ch met¢d.De�n¡cia 1.1. Part¡ciou cel�ho kladn�ho �¡sla n 2 N+ naz�vame vyjadrenie �¡sla n v tvare s£�tucel�ch kladn�ch �¡sel: n = a1 + a2 + � � �+ ak, kde ai 2 N+ pre i = 1; : : : ; k.Oby�ajne sa pri ¨t£diu rozli¨uj£ dva pr¡pady: dve part¡cie, ktor� sa l¡¨ia len porad¡m s�¡tancovpova�ujeme za r�zne alebo rovnak�.(a) Najprv sa budeme zaobera� pr¡padom, ke� dve part¡cie l¡¨iace sa len porad¡m s�¡tancovpova�ujeme za r�zne: napr. part¡cie 2 + 3 + 1 a 1 + 2 + 3 �¡sla 6 poklad me za r�zne. Ozna�mepo�et v¨etk�ch tak�chto part¡ci¡ �¡sla n pozost vaj£cich z presne r s�¡tancov (r � n) symbolomp(n; r) | hovor¡me o usporiadan�ch part¡ci ch �¡sla n.Ur�¡me �¡slo p(n; r) nasleduj£cim sp�sobom: Nakresl¡me ved�a seba n bodov; medzi nimidost vame n�1 medzier. Zvo�me z nich r�1 medzier (t to vo�ba sa d  uskuto�ni� �n�1r�1� sp�sobmi)a ulo�me do nich zvisl� �iarky | odde�ova�e. T�m sa p�vodn�ch n bodov rozdel¡ na r �ast¡, pri�omr�znym vo�b m zmienen�ch r � 1 medzier zodpovedaj£ r�zne rozklady | aspo¤ �o do poradia,�i�e usporiadan� part¡cie �¡sla n na r �ast¡.Pr¡klad 1.2. Pre n = 5 a r = 2 je toe �� e e e e e e �� e e e e e e �� e e e e e e �� eteda dost vame 4 r�zne part¡cie.Z vy¨¨ie povedan�ho vlastne vypl�va, �e sme dok zali nasleduj£cu vetu.Veta 1.3. Po�et navz jom r�znych (aspo¤ porad¡m) part¡ci¡ �¡sla n na r �ast¡ sa rovn  �n�1r�1�.Pr¡klad 1.4. Ak n = 6, r = 3, tak p(6; 3) = �52� = 10. Ide o tieto part¡cie: 1 + 2 + 3, 1 + 3 + 2,2 + 1 + 3, 2 + 3 + 1, 3 + 2 + 1, 3 + 1 + 2, 1 + 1 + 4, 4 + 1 + 1, 1 + 4 + 1, 2 + 2 + 2.Teraz u� �ahko ur�¡me po�et v¨etk�ch r�znych (aspo¤ porad¡m) part¡ci¡ �¡sla n; ak toto �¡sloozna�¡me p(n), tak zrejme plat¡p(n) = p(n; 1) + p(n; 2) + � � �+ p(n; n)Pou�it¡m vety 1.3 dost vamep(n) = �n� 10 �+�n� 11 �+ � � �+�n� 1n� 1� = 2n�1(b) Presk£majme teraz pr¡pad, ke� dve part¡cie, l¡¨iace sa len porad¡m s�¡tancov pova�ujemeza toto�n� (t.j. 1 + 2 + 3, 2 + 3 + 1 neodli¨ujeme).Tento pr¡pad je o nie�o zlo�itej¨¡ ako predch dzaj£ci. Ozna�me po�et tak�chto part¡ci¡ �¡sla no r s�¡tancoch symbolom p0(n; r).Nech n = a1 + a2 + � � �+ ak je nejak  part¡cia �¡sla n na k �ast¡. Prira�me k nej part¡ciu �¡slan� k = (a1 � 1) + (a2 � 1) + � � �+ (ak � 1)Takto sa ka�dej part¡cii �¡sla n na k �ast¡ prirad¡ nejak  part¡cia �¡sla n � k na k alebo menej�ast¡ (preto�e niektor� ai � 1 sa m��u rovna� aj nule). Pritom dvom part¡ci m �¡sla n, ktor� sa1



2 � Rozklady prirodzen�ych �c��sel
�Obr. 1.navz jom l¡¨ia nielen porad¡m, prisl£chaj£ r�zne part¡cie �¡sla n � k. Teda po�et part¡ci¡ �¡sla nna k �ast¡ sa rovn  s£�tu po�tu part¡ci¡ �¡sla n� k na k alebo menej �ast¡, �i�ep0(n; k) = kXi=1 p0(n� k; i) (1)Zrejme pre ka�d� j > m je p0(m; j) = 0, preto pomocou rekurentn�ho vz�ahu (1) mo�no vypo�¡ta�hodnotu p0(n; r) pre �ubovo�n� priridzen� �¡sla n a r, r < n.Pr¡klad 1.5. Vypo�¡tajte p0(5; 3).Rie¨enie: Budeme k tomu potrebova� vedie� hodnoty �¡sel p0(2; i) pre i = 1; 2; 3: p0(2; 3) = 0,p0(2; 2) = 1, p0(2; 1) = 1. Dost vame teda p0(5; 3) = 1+1+0 = 2. Ide o part¡cie 1+1+3, 1+2+2.Znakom p0(n) ozna�¡me po�et v¨etk�ch tak�chto part¡ci¡ �¡sla n (poradie neberieme do £vahy).Tak dost vame: p0(n) = p0(n; 1) + p0(n; 2) + � � �+ p0(n; n), tedap0(n) = nXr=1 rXi=1 p0(n� r; i)Pr¡klad 1.6. Pomocou part¡ci¡, u ktor�ch berieme poradie s�¡tancov do £vahy, odvod¡me vzorecpre v�po�et kombin ci¡ s opakovan¡m k-tej triedy z mno�iny o n prvkoch.Rie¨enie: Majme n r�znych prvkov. Nech ai (i = 1; 2; : : : ; n) ozna�uje po�et v�skytov prvkus �¡slom i v kombin cii s opakovan¡m k-tej triedy z mno�iny o n prvkoch. Potom plat¡, �e a1 ++ a2 + � � � + an = k, niektor� ai v¨ak m��u by� rovn� 0. Pripo�¡tajme k obom stran m �¡slo n.Dost vame (a1 + 1) + (a2 + 1) + � � �+ (an + 1) = n+ kteda ku uva�ovanej kombin cii sme priradili part¡ciu �¡sla n+ k o n s�¡tancoch (poradie s�¡tancovberieme do £vahy). Obr tene, ku ka�dej part¡cii �¡sla n + k o n s�¡tancoch m��eme inverznouoper ciou jednozna�ne priradi� kombin ciu s opakovan¡m k-tej triedy z mno�iny, ktor  m  n prv-kov. Po�et tak�ch part¡ci¡ je �n+k�1n�1 � = �n+k�1k �, �o je zn my v�raz pre v�po�et kombin ci¡s opakovan¡m k-tej triedy z mno�iny obsahuj£cej n prvkov.Uvedieme e¨te nieko�ko najzauj¡mavej¨¡ch v�sledkov o part¡ci ch. Vyu�ijeme pritom ich geo-metrick£ interpret ciu, aby sme demon¨trovali �al¨ie zauj¡mav�, a pritom jednoduch� kombinato-rick� my¨lienkov� pochody. Budeme pritom uva�ova� neusporiadan� part¡cie.Pri dokazovan¡ vlastnost¡ rozkladov sa �asto pou�¡va ich interpret cia pomocou Ferrersov�chdiagramov. Ferrersov�m diagramom rozkladu �¡sla nn = a1 + a2 + � � �+ ak a1 � a2 � � � � � akrozumieme n bodov v rovine, ktor� s£ rozmiestnen� v k radoch, pri�om v i-tom rade (i = 1; 2; : : : ; k)je ai bodov. Napr¡klad rozkladu 16 = 1+2+3+4+6 zodpoved  Ferrersov diagram na obr zku 1.Pozn mka 1.7. Ke��e poradie s�¡tancov nem  v rozklade �iadny v�znam, m��eme riadky uspo-riada� tak, aby sa ich d��ka zhora dole neskracovala. Okrem toho, prv� body v¨etk�ch riadkovzobrazujeme do jedn�ho st�pca. Tak�to diagramy sa naz�vaj£ v literat£re aj norm lne.



Diskr�tna matematika � 3Pomocou Ferrersov�ch diagramov m��eme dokazova� r�zne vlastnosti part¡ci¡. Nech Z(n;m)ozna�uje po�et v¨etk�ch part¡ci¡ �¡sla n (uva�ujeme neusporiadan� part¡cie), pozost vaj£ce z naj-viac m �ast¡ (s�¡tancov). Potom Z(n;m) = p0(n; 1) + p0(n; 2) + � � � + p0(n;m). Zrejme Z(n; n) == p0(n). �alej ozna�me Q(n;m) po�et v¨etk�ch tak�ch part¡ci¡ �¡sla n, ktor�ch s�¡tance neprevy-¨uj£ �¡slo m.Veta 1.8. Q(n;m) = Z(n;m) pre v¨etky prirodzen� �¡sla n � m � 1.D�kaz: Zoberme nejak£ part¡ciu �¡sla n = a1+a2+ � � �+ar. Nako�ko nez le�¡ na porad¡ s�¡tancov,m��eme predpoklada�, �e a1 � a2 � � � � � ar. Tejto part¡cii mo�no priradi� diagram, ktor�ho i-tyriadok pozost va z ai bodov. Ak teraz diagram �¡tame vertik lne, dostaneme (vo v¨eobecnosti) in£part¡ciu �¡sla n s vlastnos�ou, �e �iaden s�¡tanec neprevy¨uje �¡slo r (skuto�ne, diagram pozost valz r riadkov). Teda part¡cii s nanajv�¨ r s�¡tancami vieme priradi� part¡ciu so s�¡tancami, ktor�neprevy¨uj£ r. �ahko sa d  overi�, �e toto priradenie je bijekcia, z �oho u� vypl�va tvrdenievety. �Du lny Ferresov diagram k dan�mu Ferrersovmu diagramu dostaneme tak, �e transponujemeriadky a st�pce a prevedieme ho na norm lny tvar, t.j. usporiadame riadky pod�a ve�kosti.Rozklad �¡sla n nazveme samodu lnym, ak jeho Ferrersov diagram sa po transponovan¡ a uspo-riadan¡ prvkov nezmen¡.
�(a) Navz jom du lnediagramy �(b) Samodu lnydiagramObr. 2Uk �eme teraz tvrdenie, ktor� poukazuje na pekn£ vlastnos� samodu lnych diagramov.Veta 1.9. Po�et samodu lnych rozkladov �¡sla n je rovnak� ako po�et rozkladov �¡sla n na r�znenep rne s�¡tance.D�kaz: Uvedieme pr¡klad samodu lneho diagramu, ktor�mu vieme priradi� jednozna�ne rozkladtoho ist�ho prirodzen�ho �¡sla na r�zne nep rne s�¡tance. Na obr zku 3 je n = 17. �
��! Obr. 3.Veta 1.10. Pre v¨etky prirodzen� �¡sla n � m � 1 plat¡Q(n;m) = Q(n;m� 1) +Q(n�m;m)kde Q(0;m) = 1 kladieme de�nitoricky.D�kaz: je zalo�en� na fakte, �e po�et t�ch part¡ci¡ �¡sla n, ktor� neobsahuj£ s�¡tance v��¨ie akom � 1, je Q(n;m� 1) a po�et t�ch part¡ci¡, ktor�ch nejak� s�¡tanec je rovn� m, sa rovn  Q(n ��m;m). �



4 � Rozklady prirodzen�ych �c��selVeta 1.11. Po�et part¡ci¡ �¡sla n o najviac m s�¡tancoch je rovn� po�tu part¡ci¡ �¡sla n+m o ms�¡tancoch.D�kaz: Diagram, ktor� zobrazuje part¡ciu �¡sla n o najviac m s�¡tancoch, sa sklad  z n bodovrozlo�en�ch v najviac m riadkoch. Pripojme ku ka�d�mu z t�chto diagramov st�pec, ktor� sasklad  z m bodov. Dostaneme tak diagram, ktor� obsahuje n + m bodov rozmiestnen�ch v mriadkoch. Ak obr tene v �ubovo�nom diagrame, ktor� sa sklad  z n + m bodov v m riadkoch,vynech me prv� st�pec, dostaneme diagram o n bodoch, ktor� m  najviac m riadkov. Situ cia pren = 5 a m = 4 je na obr zku 4. �
�n = 5m = 4

Obr. 4.Veta 1.12. Po�et part¡ci¡ �¡sla n o najviac m s�¡tancoch je rovn� po�tu part¡ci¡ �¡sla n + �m+12 �na m vz jomne r�znych s�¡tancov.D�kaz: Ka�d� rozklad �¡sla n na s£�et najviac m s�¡tancov m��eme zn zorni� diagramom o nbodoch, ktor� obsahuje najviacm riadkov. Pripoj¡me ku ka�d�mu tak�mu diagramu rovnoramenn�trojuholn¡k o "strane\ m riadkov a potom prevedieme tento diagram na norm lny tvar. Situ ciapre n = 6 a m = 4 je na obr zku 5.
�n = 6m = 4

Obr. 5.Po�et bodov v trojuholn¡ku je m(m+1)2 , preto nov� diagram obsahuje n + (m+1)m2 bodov.rozlo�en�ch v m riadkoch. Pritom v¨etky riadky tohoto diagramu maj£ vz jomne r�zne d��ky,preto�e d��ky riadkov p�vodn�ho diagramu neub£daj£ a d��ky riadkov trojuholn¡ka sa neust lezv��¨uj£. To znamen , �e po pripojen¡ trojuholn¡ka dostaneme diagram, ktor�ho d��ky riadkovnarastaj£. Odtia� vypl�va, �e sa v ¤om nem��u vykytova� riadky rovnakej d��ky.Obr tene, z ka�d�ho diagramu, ktor� zobrazuje rozklad �¡sla n + m(m+1)2 na m vz jomner�znych s�¡tancov, je mo�n� "odstr ni�\ rovnoramenn� trojuholn¡k obsahuj£ci m riadkov a z¡ska�tak diagram zn zor¤uj£ci rozklad �¡sla n na s£�et najviac m s�¡tancov.Toto priradenie diagramov oboch typov ukazuje, �e ich po�ty s£ rovnak�. T�m je veta dok -zan . �Pou�it¡m duality part¡ci¡ m��eme porovn va� part¡cie podliehaj£ce niektor�m obmedzuj£cimpodmienkam, t�kaj£cim sa ve�kosti.Veta 1.13. Po�et part¡ci¡ �¡sla n o m s�¡tancoch je rovn� po�tu part¡ci¡ na s�¡tance, z ktor�ch�iaden nie je v��¨¡ ako m a z rove¤ aspo¤ jeden je rovn� m (pozri obr zok 6).Veta 1.14. Po�et rozkladov �¡sla n na s£�et p rnych �¡sel je rovn� po�tu part¡ci¡, v ktor�ch saka�d� zo s�¡tancov vyskytuje p rny po�et kr t (pozri obr zok 7).Rovnak�m sp�sobom sa m��eme presved�i�, �e plat¡ aj nasleduj£ce tvrdenie.



Diskr�tna matematika � 5
�

n = 17m = 5
Obr. 6.
�Obr. 7.Veta 1.15. Po�et rozkladov �¡sla n na s£�et nep rnych �¡sel je rovn� po�tu rozkladov, v ktor�chsa ka�d� zo s�¡tancov, okrem najv�¨�ieho, vyskytuje p rny po�et kr t a najv��¨¡ s�¡tanec nep rnypo�et kr t (pozri obr zok 8).

	Obr. 8.V nasleduj£cej �asti dok �eme o part¡ci ch dve zlo�itej¨ie tvrdenia.Veta 1.16. Po�et rozkladov �¡sla n na navz jom r�zne s�¡tance je rovn� po�tu rozkladov �¡sla nna nep rne s�¡tance, t.j. ka�d� s�¡tanec je nep rne �¡slo.D�kaz: Ur�¡me vz jomne jednozna�n� vz�ah medzi mno�inami rozkladov, o ktor�ch sa hovor¡ vovy¨¨ie uvedenej vete. Uva�ujme rozklad �¡sla n na nep rne s�¡tance b1; : : : ; bp, teda n = b1 + b2 ++ � � � + bp, kde sa s�¡tanec bi vyskytuje v rozklade ri-kr t, 1 � i � p. Nech ri = 2q1 + 2q2 + � � �(q1 > q2 > � � � ) je z pis �¡sla ri v tvare s£�tu mocn¡n 2. Teraz uskuto�n¡me z menu ri s�¡tancovbi na po dvoch r�zne s�¡tance bi2q1 , bi2q2 , : : : (t to z mena zachov va s£�et s�¡tancov rozkladu).Ak zopakujeme t£to oper ciu pre ka�d� i, 1 � i � p a usporiadame s�¡tance neklesaj£co, akov�sledok dost vame rozklad �¡sla n na navz jom r�zne s�¡tance. To vypl�va z toho faktu, �e ka�d�prirodzen� �¡slo m��eme jednozna�ne vyjadri� v tvare s£�inu nep rneho �¡sla s mocninou 2. Akopr¡klad uvedieme op¡san£ transform ciu pre rozklad 26 = 7 + 5 + 5 + 3 + 3 + 1 + 1 + 1 = 7 � 20 ++ 5 � 21 + 3 � 21 + 1 � (21 + 20) = 7 + 10 + 6 + 2 + 1 = 1 + 2 + 6 + 7 + 10.



6 � Rozklady prirodzen�ych �c��sel�ahko vidno, �e m��eme z¡ska� aj obr ten£ transform ciu pre �ubovo�n� rozklad na navz -jom r�zne s�¡tance, ak vyjadr¡me ka�d� s�¡tanec ako p2q, kde p je nep rne �¡slo, �alej zdru�¡mes�¡tance v z vislosti od "nep rneho �inite�a\ p a zamen¡me ka�d£ tak£ skupinu p2q1 , p2q2 , : : :na r = 2q1 + 2q2 + � � � s�¡tancov rovn�ch p. Tak�mto sp�sobom op¡san  transform cia de�nujevz jomne jednozna�n� vz�ah medzi rozkladmi na nep rne s�¡tance a rozkladmi na po dvoch r�znes�¡tance. � 1.2. Eulerova vetaV s£vislosti s niektor�mi probl�mami part¡ci¡ ¨tudoval L. Euler nekone�n� s£�inA = (1� x)(1� x2)(1� x3) � � � (1� xn) � � � (2)Vyn sobme v tomto s£�ine prv�ch 22 �lenov; dostaneme v�razA = [1� x� x2 + x5 + x7 � x12 � x15 + x22 + � � � ](1� x23)(1� x24) � � � (1� xn) � � � (3)kde bodky vo v�raze, ktor� je vn£tri lomenej z tvorky zna�ia, �e nasleduj£ mocniny s exponentamivy¨¨¡mi ako 22. Tieto �leny sme nevypisovali, lebo po vyn soben¡ v�razu v lomenej z tvorke �lenmi(1� x23), (1� x24), at�. sa ich koe�cienty menia. Vyp¡san� �leny v lomenej z tvorke sa v¨ak viacmeni� nebud£. To znamen , �e po "vyn soben¡ v¨etk�ch �lenov\ dostaneme nekone�n� rad, ktor�honieko�ko prv�ch �lenov u� pozn me:1� x� x2 + x5 + x7 � x12 � x15 + x22 + � � � (4)Je vidie�, �e po dvoch z porn�ch �lenoch nasleduj£ dva kladn�, potom op�� dva z porn� at�. Aleobjavi� z konitos� postupnosti exponentov t�chto �lenov je omnoho zlo�itej¨ie. Experiment lnoucestou dospel Euler k tomuto tvrdeniu:Veta 1.17. V rade, ktor� z¡skame z nekone�n�ho s£�inu(1� x)(1� x2)(1� x3) � � � (1� xn) � � � (5)s£ r�zne od nuly len �leny tvaru (�1)kx 3k2�k2 , kde k je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo.D�kaz: Uvedieme ve�mi jednoduch� geometrick� d�kaz Eulerovej vety. Najprv preformulujemet£to vetu do jazyka te¢rie part¡ci¡.Vyn soben¡m dvoj�lenov vo v�raze (5) vznikn£ jedno�leny �xm pr ve to�kokr t, ko�k�misp�sobmi je mo�n� rozlo�i� �¡slo m na r�zne s�¡tance. Ak je po�et s�¡tancov p rny, tak p�jde o xma ak je po�et s�¡tancov nep rny, p�jde o �xm. Napr¡klad part¡cii 12 = 5 + 4 + 2 + 1 zodpoved s�¡tanec (�x5)(�x4)(�x2)(�x1) = x12 a rozkladu 12 = 5+4+3 s�¡tanec (�x5)(�x4)(�x3) = �x12.Odtia� dost vame, �e koe�cient pri xm v rade (4) je rovn� rozdielu po�tu rozkladov na p rnypo�et r�znych s�¡tancov a po�tu rozkladov na nep rny po�et r�znych s�¡tancov. Eulerovu vetuteda m��eme sformulova� takto:Nech �¡slo m nem��eme p¡sa� v tvare 3k2�k2 , kde k je vhodn� prirodzen� �¡slo.Potom po�et rozkladov �¡sla m na p rny po�et navz jom r�znych s�¡tancov jerovn� po�tu rozkladov �¡sla m na nep rny po�et navz jom r�znych s�¡tancov.Pre ka�d� �¡slo m, ktor� je mo�n� p¡sa� v tvare 3k2�k2 , je rozdiel medzi t�mitopo�tami rovn� (�1)k, t.j. ak k je p rne �¡slo, tak potom po�et rozkladov na p rnypo�et r�znych s�¡tancov je o 1 v��¨¡ ne� po�et rozkladov na nep rny po�et r�znychs�¡tancov; ak je k nep rne �¡slo, tak je to naopak.Na to, aby sme dok zali Eulerovu vetu, uk �eme najprv jeden sp�sob zmeny diagramu s p rnympo�tom riadkov na diagram s nep rnym po�tom riadkov, ktor� sa sklad  z toho ist�ho po�tu bodova obr tene. Zaober me sa len part¡ciami o r�znych s�¡tancoch, teda d��ky riadkov s£ r�zne, a pretodiagramy t�chto part¡ci¡ sa skladaj£z nieko�k�ch lichobe�n¡kov postaven�ch na seba.Ozna�me po�et bodov v hornom riadku diagramu p¡smenom s a po�et riadkov doln�ho licho-be�n¡ka r. V pr¡klade na obr zku 9 je s = 2 a r = 3.
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Obr. 9.Predpokladajme, �e diagram obsahuje aspo¤ dva lichobe�n¡ky, pri�om s � r. V tomto pr¡padevynech me prv� riadok a ka�d� z posledn�ch m riadkov roz¨¡rime o 1 bod. T�m sa celkov� po�etbodov nezmen¡ a v¨etky riadky bud£ ma� r�znu d��ku, ale zmen¡ sa parita po�tu riadkov. Vpr¡pade diagramu z obr zku 9 teda dost vame situ ciu na obr zku 10.
��!Obr. 10.Celkom t£ ist£ transform ciu je mo�n� urobi� aj v pr¡pade, ke� sa diagram sklad  len z jedn�holichobe�n¡ka, pri�om s � r � 1. V pr¡pade diagramu na na obr zku 11 je s = 2 a r = 4.
��!Obr. 11.Nech teraz diagram obsahuje aspo¤ dva lichobe�n¡ky, pri�om s > r. V tomto pr¡pade odobe-rieme z ka�d�ho riadku po jednom bode a vyrob¡me z nich prv� riadok nov�ho diagramu. Pod�apredpokladu je s > r, a preto je tento nov� riadok krat¨¡ ako prv� riadok p�vodn�ho diagramu.Vzh�adom k tomu, �e sme odoberali body od v¨etk�ch riadkov spodn�ho lichobe�n¡ka, maj£ ajv novom diagrame v¨etky riadky r�zne d��ky. Nov� diagram pritom obsahuje pr ve to�ko bodovako p�vodn�, ale parita po�tu riadkov sa zmenila, preto�e pribudol nov� riadok. Na obr zku 12 jes = 3 a r = 2.

�!Obr. 12.Rovnak�m sp�sobom m��eme transformova� aj diagramy, ktor� sa skladaj£ z jedin�ho licho-be�n¡ka, pre ktor� je r � s� 2. Na obr zku 13 je s = 6 a r = 3.



8 � Rozklady prirodzen�ych �c��sel
��!Obr. 13.Posledn� dve oper cie s£ navz jom inverzn�: ak vykon me najprv jednu z nich a potom druh£,dostaneme op�� v�chodz¡ diagram. Odtia� dost vame, �e v mno�ine v¨etk�ch t�ch diagramovrozkladov �¡sla m, u ktor�ch je mo�n� vykona� jednu z uveden�ch transform ci¡, je rovnak� po�etdiagramov s nep rnym po�tom riadkov a diagramov s p rnym po�tom riadkov.Treba n m v¨ak uk za�, ktor� diagramy neprip£¨�aj£ uveden� transform cie. Je zrejm�, �etieto diagramy sa skladaj£ z jedn�ho lichobe�n¡ka, pri�om plat¡ s = r alebo s = r+1. Poznamen -vame, �e s�¡tance v part¡ci ch s£ navz jom r�zne, Na obr zku 14(a) je s = r = 3, na obr zku 14(b)je s = r + 1 = 4.
�(a) �(b)Obr. 14.Spo�¡tajme po�et bodov z obr zku 14(a) a po�et bodov z obr zku 14(b). V pr¡pade (a) vov¨eobecnosti dost vamer + (r + 1) + (r + 2) + � � �+ (r + r � 1) = r2 + r(r + 1)2 = 3r2 � r2V pr¡pade (b) vo v¨eobecnosti dostaneme(r + 1) + (r + 2) + � � �+ (r + r) = r2 + r(r + 1)2 = 3r2 + r2Zhrnutie: Ak prirodzen� �¡slo m nie je tvaru 3r2�r2 , tak po�ty rozkladov (part¡ci¡) �¡sla m nap rny po�et r�znych s�¡tancov a nep rny po�et r�znych s�¡tancov s£ rovnak�. Ak je �¡slo r p rnea m = 3r2�r2 , tak zostane jeden diagram neprip£¨�aj£ci uveden� transform cie a obsahuje p rnypo�et s�¡tancov | riadkov. Preto je rozkladov na p rny po�et s�¡tancov o jeden viac ne� rozkladovna nep rny po�et s�¡tancov. Ak je r �¡slo nep rne a m = 3r2�r2 , tak je rozkladov na nep rny po�ets�¡tancov | riadkov o jeden viac ne� rozkladov na p rny po�et s�¡tancov.T�m je na¨a veta dok zan .



KAPITOLA 2Kombinatoricko-logick� apar tV tejto kapitole op¡¨eme charakteristick� pr¡stupy, ktor� tvoria z klad kombinatorick�ch d�ka-zov. 2.1. Princ¡p zapojenia a vypojeniaZ kladn  veta, ktor£ dok �eme v tejto �asti, je zov¨eobecnenie o�ividnej formuly jA [ Bj == jAj+ jBj � jA \Bj, ktor  plat¡ pre �ubovo�n� kone�n� mno�iny A, B.

�
A BjA [ Bj = jAj+ jBj � jA \ Bj �

A BC
jA [ B [ Cj = jAj+ jBj+ jCj � jA \ Bj �� jB \ Cj � jA \ Cj+ jA \ B \ CjObr. 1. Jednoduch� ¨peci lne pr¡pady princ¡pu zapojenia a vypojenia.Predpokladajme, �e s£ dan� podmno�iny A1; : : : ; An (nie nutne r�zne) niektorej kone�nej mno-�iny X . M me ur�i� mohutnos� ich zjednotenia A1 [ A2 [ � � � [ An. Za prv� "pribl¡�enie\ tejtomohutnosti m��eme poklada� jA1j+ � � �+ jAnj (1)no jednako toto �¡slo bude vo v¨eobecnom pr¡pade trochu ve�k�, preto�e ak Ai \ Aj 6= ;, takelementy prieniku Ai \Aj zapo�¡tavame dvakr t. Sk£sme zlep¨i� situ ciu odpo�¡tan¡m od v�razu(1) s£�tu X1�i<j�n jAi \ Aj j (2)V takom pr¡pade dostaneme pr¡li¨ mal� �¡slo, preto�e ak Ai \ Aj \ Ak 6= ;, tak elementy prienikuAi \ Aj \Ak po�¡tame v (2) trikr t. Nasleduj£cim krokom m��e by� pridanie s£�tuX1�i<j<k�n jAi \Aj \ Akj (3)no z tej istej pr¡�iny ako v predch dzaj£com pr¡pade dost vame pr¡li¨ ve�k� �¡slo. Napriek tomusa ukazuje, �e po n krokoch dost vame spr vny v�sledok. To znamen , �e plat¡ nasleduj£ca veta.Veta 2.1. Nech A1; A2; : : : ; An s£ kone�n� mno�iny. Pre k = 1; : : : ; n polo�meSk = X1�i1<i2<���<ik�n jAi1 \ � � � \Aik j9



10 � Kombinatoricko-logick� apar tkde suma�n� symbol sa vz�ahuje na v¨etky k-prvkov� podmno�iny fi1; : : : ; ikg mno�iny f1; 2; : : : ;ng. Potom jA1 [ � � � [ Anj = nXk=1(�1)k+1Sk (4)D�kaz: Pre ka�d� x 2 A1 [ � � � [ An, nech Jx je mno�ina v¨etk�ch t�ch j 2 f1; : : : ; ng, pre ktor�x 2 Aj . Polo�me jJxj = m. Potom je prvok x zapo�¡tan� m-kr t v s£�te S1, �m2 �-kr t v s£�te S2a v¨eobecne, v s£�te Sk, je zapo�¡tan� �mk �-kr t. Odtia� vypl�va, �e v s£�te Pnk=1(�1)k+1Sk je xzapo�¡tan� s n sobnos�ou:mXi=1(�1)i+1�mi � = 1� 1 + mXi=1(�1)i+1�mi � = 1� mXi=0(�1)i�mi � = (1� (1� 1)m) = 1 �Uvedieme e¨te �al¨ie d�kazy vety 2.1 matematickou indukciou.D�kaz: Pre n = 1 je tvrdenie vety zrejm�, tak isto, ako aj pre n = 2 v pr¡pade, �e mno�iny A1a A2 s£ disjunktn�. V¨eobecne plat¡jA1 [ A2j = jA1j+ jA2 nA1jjA2 nA1j = jA2j � jA1 \ A2ja teda jA1 [A2j = jA1j+ jA2j � jA1 \A2j. T�mto je veta dok zan  pre n = 2. Nech teraz n � 2.Podobne plat¡: ��n+1[k=1Ak�� = �� n[k=1Ak��+ ��An+1��� ��� n[k=1Ak� \ An+1��Ak predpoklad me, �e veta plat¡ pre n mno�¡n, tak pou�it¡m tohoto predpokladu na mno�inyA1 [ � � � [ An a (A1 \ An+1) [ � � � [ (An \ An+1), dost vamejA1 [ � � � [ An+1j = jA1j+ � � �+ jAn+1j � jA1 \ A2j � � � � � jA1 \ An+1j � � � � �� jAn \ An+1j+ � � �+ (�1)n+2jA1 \ � � � \An+1j = n+1Xk=1(�1)k+1Sk�o je tvrdenie pre n+ 1 mno�¡n. Poznamen vame, �e v d�kaze sme vyu�¡vali identick£ rovnos�:��� n[k=1Ak� \ An+1�� = �� n[k=1�Ak \ An+1��� �D�kaz: Teraz urob¡me d�kaz matematickou indoukciou pod�a po�tu prvkov mno�iny Snk=1 Ak. AkSnk=1 Ak m  jeden prvok, tak tento patr¡ do m mno�¡n m � 1. M��eme predpoklada�, �e s£ tomno�iny A1; A2; : : : ; Am. Potom jAi \Aj j = 1, pre i; j � m a je to nula pre ostatn� i; j. Podobnepre viac indexov. Teda prav  strana rovnice (4) sa rovn m� �m2�+�m3�� � � �+ (�1)m+1�mm� = 1� 1 +m��m2�+ � � �+ (�1)m+1�mm� == 1��1�m+�m2���m3�+ � � �+ (�1)m�mm�� = 1� (1� 1)m = 1t.j. v tomto pr¡pade plat¡ (4). Predpokladajme, �e (4) plat¡ pre �ubovo�n� mno�iny A1; : : : ; Antak�, �e Snk=1 Ak m  a prvkov. Nech M1; : : : ;Mn s£ tak�, �e Snk=1Mk m  a+1 prvkov. Vezmimejeden pevn� prvok x 2 Snk=1Mk a polo�me Ak = Mk n fxg. Prvok x patr¡ do l mno�¡n z n-ticeM1; : : : ;Mn. Bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme predpoklada�, �e x 2 M1; : : : ; x 2 Ml. Potom



Diskr�tna matematika � 11Mi = Ai pre i > l. �ahko vidno, �e plat¡:nXk=1 jAkj+ l = nXk=1 jMkjX1�i1<i2�l jMi1 \Mi2 j = X1�i1<i2�l jAi1 \ Ai2 j+�l2�X1�i1<i2<i3�l jMi1 \Mi2 \Mi3 j = X1�i1<i2<i3�l jAi1 \ Ai2 \ Ai3 j+� l3�...X1�i1<���<il�l jMi1 \ : : : \Mil j = X1�i1<���<il�l jAi1 \ : : : \ Ail j+�ll�Pre k > l u� plat¡ rovnos�:Xl<i1<���<ik�n jMi1 \ : : : \Mik j = Xl<i1<���<ik�n jAi1 \ : : : \ Aik jTeda pod�a induk�n�ho predpokladu�� n[k=1Mk�� = �� n[k=1Ak��+ 1 = nXk=1 jAkj � X1�k1<k2�n jAk1 \ Ak2 j+ � � �++ (�1)n+1jA1 \ : : : \ Anj+ 1 = nXk=1 jMkj � X1�k1<k2�n jMk1 \Mk2 j+ � � �++ (�1)n+1jM1 \ : : : \Mnj+ 1� l+ �l2�� � � �+ (�1)l�ll�Pod�a binomickej vety plat¡ 1� l+�l2��� � �+(�1)l�ll� = (1�1)l = 0, odkia� u� vypl�va dokazovan�tvrdenie. �Uvedieme teraz ekvivalentn£ formul ciu horeuvedenej £lohy. Nech A je kone�n  mno�inaa A1; : : : ; An s£bor jej nepr zdnych podmno�¡n. �asto treba ur�i� mohutnos� komplementu zjedno-tenia tohoto s£boru vzh�adom na mno�inu A. Teda m me ur�i� ve�kos� rozdielu jAj�jA1[� � �[Anj.Polo�me jAj = S0. Potom j(A1 [ � � � [ An)cj = nXk=0(�1)kSk (5)D�kaz: Formulu (5) dok �eme matematickou indukciou vzh�adom na n. Zrejme plat¡ jAc1j = jAj �� jA1j, teda tvrdenie je spr vne pre n = 1. Predpokladajme, �e pre �ubovo�n� n � 1 plat¡j(A1 [ � � � [ An)cj = nXk=0(�1)kSkdok �eme, �e tvrdenie plat¡ aj pre n+1. Sk�r ne� prejdeme k d�kazu tohoto faktu, poznamen vame,�e rovnos� jAc1j = jAj � jA1j m��eme aplikova� na �ubovo�n£ mno�inu ur�en£ zodpovedaj£cimsp�sobom. Potom v d�sledku uvedenej pozn mky plat¡j(A1 [ � � � [ An+1)cj = j(A1 [ � � � [ An)cj � j(A1 [ � � � [ An)c \ An+1jPod�a induk�n�ho predpokladu plat¡ j(A1 [ � � � [An)cj =Pnk=0(�1)kSk. Pre komplement zjedno-tenia (A1 [ � � � [An) vzh�adom na mno�inu An+1 �alej plat¡:j(A1 [ � � � [ An)c \ An+1j = jAn+1j � jA1 \ An+1j � jA2 \ An+1j � � � � � jAn \ An+1j++ jA1 \ A2 \ An+1j+ � � �+ (�1)njA1 \ : : : \ An+1j



12 � Kombinatoricko-logick� apar tAk odpo�¡tame posledn£ rovnos� od predch dzaj£cej, dost vame rovnos� (5) pre A1; : : : ; An+1, t.j.j(A1 [ � � � [ An+1)cj =Pn+1k=0(�1)kSk. �Pr¡klad 2.2. Zistite po�et t�ch prirodzen�ch �¡sel, ktor� s£ men¨ie ako 210 a s£ nes£delite�n�s �¡slom 210.Rie¨enie: Kanonick� rozklad �¡sla 210 je 2 � 3 � 5 � 7. Teda ka�d� �¡slo s£delite�n� s �¡slom 210 mus¡by� delite�n� aspo¤ jedn�m z prvo�¡sel 2; 3; 5; 7. Objektami tu bud£ prirodzen� �¡sla n � 210.Budeme hovori�, �e �¡slo n patr¡ do mno�iny A1 (resp. A2; A3; A4), ak je delite�n� dvoma (resp. 3,5, 7).Dvoma je delite�n� ka�d� druh� �¡slo, preto existuje 2102 = 105 �¡sel delite�n�ch dvoma a ne-presahuj£cich �¡slo 210, �i�e jA1j = 105, analogicky jA2j = 70, jA3j = 42, jA4j = 30.Je zn mym faktom z te¢rie �¡sel, �e nejak� �¡slo je delite�n� s£�asne viacer�mi prvo�¡slamipr ve vtedy, ak je delite�n� ich s£�inom. Pomocou neho u� �ahko odvod¡me, �e jA1 \ A2j = 35,jA1 \ A3j = 21, jA1 \ A4j = 15, jA2 \ A3j = 14, jA2 \ A4j = 10, jA3 \ A4j = 6, jA1 \ A2 \ A3j == 7, jA1 \ A2 \ A4j = 5, jA1 \ A3 \ A4j = 3, jA2 \ A3 \ A4j = 2, jA1 \ A2 \ A3 \ A4j = 1. TedajAj�jA1[� � �[A4j = 48 = 210�(105+70+42+30)+(35+21+15+14+10+6)�(7+5+3+2)+1.Pr¡klad 2.3. Ko�ko existuje bijekci¡ f n-prvkovej mno�iny na seba (t.j. permut ci¡ n-prvkovejmno�iny) tak�ch, �e neexistuj£ identick� prvky, t.j. f(i) 6= i pre i = 1; : : : ; n ?Rie¨enie: Polo�me S0 = n! , Sk =P1�i1<���<ik�n jAi1 \Ai2 \ � � � \ Aik j. Plat¡, �ejAi1 \ Ai2 \ � � � \ Aik j = (n� k)!t.j. ide o po�et permut ci¡, pri ktor�ch sa ij zobraz¡ na ij pre j = 1; : : : ; k; tedaSk = �nk�(n� k)! = n!k! nXk=0(�1)kSk = n! nXk=0(�1)k 1k!Pr¡klad 2.4. Eulerova funkcia � je v te¢rii �¡sel de�novan  takto: �(n) je po�et prirodzen�ch�¡sel men¨¡ch ako n a nes£delite�n�ch s �¡slom n. Uk �eme, �e ak n = p�11 � � � p�kk , kde p1; : : : ; pk s£prvo�¡sla, tak �(n) = n�1� 1p1� � � ��1� 1pk�Rie¨enie: Ozna�me Ai = fl 2 N j 1 < l � n; pijlgPotom �(n) je po�et prvkov mno�iny f1; 2; : : : ; ng n (A1 [ A2 [ : : : [ Ak). Zrejme plat¡Ai = �pi; 2pi; : : : ; n � pipi � ; t.j. jAij = npiObdobne jAi \Aj j = npipj , i 6= j, at�., mno�ina A1 \ : : : \Ak m  np1p2:::pk prvkov. Pod�a princ¡puzapojenia a vypojenia plat¡:jA1 [ : : : [ Akj = kXi=1 npi � kXi;ji6=j npipj + kXi6=j 6=ri6=r npipjpr + � � �+ (�1)k np1p2 : : : pk�(n) = n� jA1 [ : : : [ Anj = n� kXi=1 npi + kXi;ji6=j npipj �Xi6=jj 6=ri6=r npipjpr + � � �+ (�1)k np1p2 : : : pk == n�1� 1p1��1� 1p2� � � ��1� 1pk�



Diskr�tna matematika � 13Veta 2.5. Nech SAB je mno�ina v¨etk�ch surjekt¡vnych zobrazen¡ z A do B. Ak jAj = m a jBj = n,B = fb1; : : : ; bng, tak ��SAB�� = nXk=0(�1)k�nk�(n� k)mD�kaz: Ozna�me Mj mno�inu v¨etk�ch zobrazen¡ f : A ! B, pre ktor� bj (j = 1; 2; : : : ; n) nie jeobrazom �iadneho prvku mno�iny A. Teda bj 2 B n f(A) 6= ;. Potom jMi1 \Mi2 \ : : : \Mik j == (n� k)m, pri�om 1 � i1 < � � � < ik � n. Teda�� n[i=1Mi�� = nXk=1(�1)k+1�nk�(n� k)mAk berieme do £vahy, �e po�et v¨etk�ch zobrazen¡ z mno�iny A do mno�iny B je rovn� nm, takjSAB j =Pnk=0(�1)k�nk�(n� k)m. �Pr¡klad 2.6. Zistite po�et rozkladov kone�nej mno�iny M s m prvkami na n �ast¡ (t.j. ka�d z �ast¡ je nepr zdna a zjednotenie v¨etk�ch n �ast¡ n m d va mno�inu M , pri�om jednotliv� �astirozkladu s£ po dvoch disjunktn�; poznamen vame, �e poradie �ast¡ neberieme do £vahy).Rie¨enie: V¨imnime si, �e ka�d� surjekt¡vne zobrazenie z m-prvkovej mno�iny na n-prvkov£ mno-�inu ur�uje jednozna�ne neusporiadan� rozklad m-prvkovej mno�iny na n �ast¡. Obr tene, akvezmeme neusporiadan� rozklad m-prvkovej mno�iny na n �ast¡, ur�uje n! surjekt¡vnych zobrazen¡z m-prvkovej mno�iny na n-prvkov£. Teda po�et neusporiadn�ch rozkladov m-prvkovej mno�inyna n �ast¡ je rovn� 1n! nXk=0(�1)k�nk�(n� k)mTeraz dok �eme niektor� zov¨eobecnenia form£l (4) a (5). Nech A1; A2; : : : ; An s£ kone�n�mno�iny, nech A(r) ozna�uje po�et prvkov, ktor� sa nach dzaj£ v pr ve r mno�in ch a A0(r)ozna�uje po�et prvkov, ktor� sa vyskytuj£ v aspo¤ r mno�in ch. Hodnoty uveden�ch po�tov n mur�uj£ nasleduj£ce dve vety.Veta 2.7. A(r) = nXk=r(�1)k�r�kr�Sk; r = 0; : : : ; n: (6)D�kaz: Uk �eme, �e v pravej �asti rovnosti (6) sa vyskytuj£ v¨etky prvky, ktor� s£ obsiahnut�v pr ve r mno�in ch. Prvky, ktor� sa vyskytuj£ v pr ve r mno�in ch prispievaj£ raz do s£�tuv Sr a nevystupuj£ v ostatn�ch s£�toch Sr+1; : : : ; Sn. Prvky, ktor� vystupuj£ v m > r mno�in chv s£�te Sk, k > r d vaj£ vklad �mk �. Preto celkov� vklad tak�chto prvkov do pravej �asti rovnostije rovn�: nXk=r(�1)k�r�kr��mk� = �mr �m�rXj=0 (�1)j�m� rj � = 0Prvky, ktor� sa vyskytuj£ v m < r mno�in ch do pravej �asti rovnosti (6) ned vaj£ �iadny vklad.T�m je formula dok zan  pre r = 0; : : : ; n. �Veta 2.8. A0(r) = nXk=r(�1)k�r�k � 1r � 1�Sk; r = 1; : : : ; n:



14 � Kombinatoricko-logick� apar tD�kaz: Plat¡, �e A0(r) = nXj=r A(j) = nXj=r nXl=j (�1)l�j�lj�Sl == nXj=r Sj ��j + 1j �Sj+1 + � � �+ (�1)k�j�kj�Sk + � � �+ (�1)n�j�nj�Sn == Sr ��r + 1r �Sr+1 + � � �+ (�1)k�r�kr�Sk + � � �+ (�1)n�r�nr�Sn ++ Sr+1 ��r + 2r + 1�Sr+2 + � � �+ (�1)k�(r+1)� kr + 1�Sk + � � �+ (�1)n�(r+1)� nr + 1�Sn ++ Sr+2 ��r + 3r + 2�Sr+3 + � � �+ (�1)k�(r+2)� kr + 2�Sk + � � �+ (�1)n�(r+2)� nr + 2�Sn +...Sr+m ��r +m+ 1r +m �Sr+m+1 + � � �+ (�1)k�(r+m)� kr +m�Sk + � � �+ (�1)n�(r+m)� nr +m�Sn +...+ Sn = nXk=r Sk kXj=r(�1)k�j�kj�V poslednej formule zaveden¡m substit£cie k � j = i dost vame:nXk=r Sk k�rXi=0(�1)i� kk � i� = nXk=r Sk k�rXi=0(�1)i�ki�Po�¡tajme, �omu sa rovn k�rXi=0(�1)i�ki� = k�rXi=0(�1)i ��k � 1i �+�k � 1i� 1�� = (�1)k�r�k � 1k � r� = (�1)k�r�k � 1r � 1�a teda A0(r) = nXk=r(�1)k�r�k � 1r � 1�SkPr¡klad 2.9. Nech E(m;n; r) ozna�uje po�et sp�sobov rozdelenia m r�znych predmetov do nr�znych krabi�iek, pri ktor�ch je pr ve r krabi�iek pr zdnych a F (m;n; r) po�et t�ch rozdelen¡,pri ktor�ch aspo¤ r krabi�iek zost va pr zdnych. Ur�te E(m;n; r) a F (m;n; r).Rie¨enie: Najprv ur�ime E(m;n; 0), v tomto pr¡pade ide vlastne o surjekt¡vne zobrazenia m-prvkovej mno�iny na n-prvkov£, teda E(m;n; 0) =Pnk=0(�1)k�nk�(n� k)m pre m � n.V pr¡pade, �e r 6= 0 m��eme £lohu previes� na predch dzaj£cu tak, �e najprv ur�¡me pr zdnekrabi�ky, to m��eme urobi� �nr� sp�sobmi, �alej rie¨ime £lohu rozmiestni� m r�znych predme-tov do n � r r�znych krabi�iek tak, �e �iadna krabi�ka nie je pr zdna, t.j. E(m;n � r; 0) ==Pn�rj=0 (�1)j�n�rj �(n� r � j)m, a tedaE(m;n; r) = �nr� n�rXj=0(�1)j�n� rj �(n� r � j)mV pr¡pade r 6= 0 m��eme postupova� pri rie¨en¡ aj tak, �e pou�ijeme vetu 2.7: Ozna�me Ai(i = 1; 2; : : : ; n) mno�inu t�ch rozdelen¡ m r�znych predmetov do n r�znych krabi�iek, pri ktor�ch



Diskr�tna matematika � 15je i-ta krabi�ka pr zdna. jAij = (n � 1)m pre i = 1; : : : ; n. jAi1 \ Ai2 \ � � � \ Aik j = (n � k)m pre1 � i1 < i2 < � � � < ik � n,Sk = X1�i1<���<ik�n jAi1 \ � � � \ Aik j = �nk�(n� k)mPod�a vety 2.7A(r) = nXk=r(�1)k�r�nk��kr�(n� k)m = �nr� nXk=r(�1)k�r�n� rk � r�(n� k)m == �nr� n�rXj=0(�1)j�n� rj �(n� r � j)mObdobne v pr¡pade ur�enia F (m;n; r) pou�ijeme vetu 2.8. Dost vame:F (m;n; r) = nXk=r(�1)k�r�k � 1r � 1��nk�(n� k)m =�nk� nXk=r(�1)k�r�n� rk � r�(n� k)m rk = �nr� n�rXj=0(�1)j�n� rj �(n� r � j)m rr + jBonferroniho nerovnostiUva�ujme zov¨eobecnen� formuly princ¡pu zapojenia a vypojenia. Odvod¡me nerovnosti, ktor�v mnoh�ch pr¡padoch zjednodu¨uj£ pou�itie princ¡pu zapojenia a vypojenia, preto�e v r mci pr¡-pustnej presnosti umo�¤uj£ obmedzi� sa v s£�te (6) so striedav�mi znamienkami na vypo�¡tanielen nieko�k�ch �lenov.Z formuly (6) pre r + 1 � d � n dost vame:A(r) � d�1Xk=r(�1)k�r�kr�Sk = (�1)d�rU(d; r) (7)kde U(d; r) = nXk=d(�1)k�d�kr�Sk (8)Najprv n jdeme inverzn£ formulu k (6) tak, �e vyjadr¡me veli�iny Sk pre k = 0; 1; : : : ; n pomocouveli�iny A(r) pre r = 0; 1; : : : ; n. Vyn sob¡me obidve strany rovnosti (6) �¡slom �rk� a spo�¡tamez¡skan� v�razy pod�a r od k do n, dost vame:nXr=k�rk�A(r) = nXj=k Sj jXr=k(�1)j�r�rk��jr� (9)Ak vyjadr¡me binomick� koe�cienty pomocou faktori lov, �ahko dost vame:jXr=k(�1)j�r�rk��jr� = (1; j = k0; j > kAk pou�ijeme t£to rovnos�, z rovnosti (9) dost vame formulu inverzn£ k formule A(r):Sk = nXr=k�rk�A(r); k = 0; 1; : : : ; n (10)V�raz Sk z formuly (10) dosad¡me do formuly (8), zmen¡me poradie s£�tu a dost vame:U(d; r) = nXl=d A(l) lXk=d(�1)k�d�kr�� lk�



16 � Kombinatoricko-logick� apar tPoznamen vame, �e lXk=d(�1)k�d�kr�� lk� = �lr� l�dXj=0(�1)l�j�d�l� rj �Preto�e l�dXj=0(�1)l�j�d�l � rj � = coefxl�d(1 + x)�1(1 + x)l�r = �l � r � 1l � d �tak nakoniec dost vame: U(d; r) = nXl=d �lr�� l� r � 1d� r � 1�A(l) � 0Ak berieme do £vahy t£to nerovnos�, zo vz�ahu (7) dost vameA(r) � r+2��1Xk=r (�1)k�r�kr�Sk = (�1)2�U(r + 2�; r) � 0A(r) � r+2�Xk=r (�1)k�r�kr�Sk = (�1)2�+1U(r + 2� + 1; r) � 0Z t�chto dvoch vz�ahov vypl�vaj£ takzvan� Bonferroniho nerovnosti:r+2��1Xk=r (�1)k�r�kr�Sk � A(r) � r+2�Xk=r (�1)k�r�kr�Sk (11)kde 0 � � � (n�r)2 . Bonferroniho nerovnosti s£ ekvivalentn� nerovnostiamA(r) � r+2�Xk=r (�1)k�r�kr�Sk � ��r + 2� + 1r �Sr+2�+1A(r) � r+2��1Xk=r (�1)k�r�kr�Sk � �r + 2�r �Sr+2� (12)Pozn mka 2.10. In�mi slovami sa to d  poveda� takto: Ak vynech me v s£�te (6) vy�¡s�uj£comA(r) postupne niektor� s�¡tance, tak urob¡me chybu, znamienko ktorej je toto�n� so znamienkomprv�ho z vynechan�ch s�¡tancov a absol£tna hodnota chyby nie je v��¨ia ako absol£tna hodnotaprv�ho z vynechan�ch s�¡tancov. 2.2. Spernerova vetaUva�ujme n-prvkov£ mno�inu A a syst�m (A1; A2; : : : ; Am) jej r�znych podmno�¡n; Ai � Apre 1 � i � m. Dok �eme nasleduj£cu vetu:Veta 2.11. Nech A je kone�n  mno�ina o n prvkoch, A1; : : : ; Am s£ jej nepr zdne kone�n� podm-no�iny, tak�, �e Ai 6� Aj pre i 6= j, t.j. Ai nie je podmno�inou Aj , pre i; j = 1; : : : ; n. Potom plat¡nerovnos�: nXi=1 1� njAij� � 1D�kaz: Re�azec podmno�¡n C0; C1; : : : ; Cn, Ci � A, jCij = i pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; n tak�ch, �e; = C0 ( C1 ( � � � ( Cn = A naz�vame nas�ten� re�azec. Medzi jeho prvky toti� nem��eme da�dopl¤uj£cu mno�inu. Ak m me n-prvkov£ kone�n£ mno�inu A, tak je zrejm�, �e po�et nas�ten�chre�azcov v A je n!Uva�ujme teraz nas�ten� re�azce, ktor� prech dzaj£ podmno�inou Ai (1 � i � m). Pre jAij == r to bud£ re�azce tvaru C0 ( C1 ( � � � ( Cr�1 ( Ar ( Cr+1 ( � � � ( Cn. Po�et podre�azcov



Diskr�tna matematika � 17C0 ( C1 ( � � � ( Cr�1 je rovn� jAij! = r! a po�et podre�azcov Cr+1 ( � � � ( Cn je rovn� (n ��jAij)! = (n�r)! To znamen , �e celkov� po�et nas�ten�ch re�azcov, ktor� prech dzaj£ cez Ai, jerovn� jAij! (n�jAij)! �ahko mo�no nahliadnu�, �e pre i 6= j nas�ten� re�azce, ktor� prech dzaj£ cezAi, resp. Aj , s£ r�zne. Skuto�ne, ak Ai, Aj (i 6= j) patria do jedn�ho a toho ist�ho re�azca, potomn jdeme tak� elementy Ck a Cl, �e Ck = Ai, Cl = Aj . Ak pod�a de�n¡cie kladieme Ck � Cl,dost vame Ai � Aj , �o je v spore s predpokladom vety. Spo�¡tajme teda, ko�ko je nas�ten�chre�azcov, ktor� prech dzaj£ cez mno�iny Ai (i = 1; : : : ;m); ich celkov� po�et neprevy¨uje n!, t.j.po�et v¨etk�ch mo�n�ch nas�ten�ch re�azcov v n-prvkovej mno�ine. Dost vame tedamXi=1 jAij(n� jAij)! � n!a odtia� po�adovan£ nerovnos�. �Veta 2.12 (Spernerova). Nech A je kone�n  mno�ina o n prvkoch a A1; : : : ; Am s£ jej nepr zdnekone�n� podmno�iny, ktor� navz jom do seba nezapadaj£, t.j. Ai 6� Aj pre i 6= j, i; j = 1; : : : ;m.Potom m � � nbn2 c�D�kaz: Uva�ujme nerovnos� mXi=1 1� njAij� � 1mXi=1 1� njAij� = 1� njA1j� + 1� njA2j� + � � �+ 1� njAmj� � 1Ak nahrad¡me ka�d�ho z menovate�ov v��¨¡m, celkov  nerovnos� sa zachov . Vieme, �e plat¡� njAij� � � nbn2 c� pre i = 1; : : : ;mDost vame teda, �e m� nbn2 c� � 1 m � � nbn2 c� �Pr¡klad 2.13. Je zn me, �e ka�d� cel� kladn� �¡slo n > 1 m  jedin� vyjadrenie tvarun = p�11 p�22 � � � p�rr 1 < p1 < � � � < prkde p1; p2; : : : ; pr s£ prvo�¡sla. Toto vyjadrenie naz�vame kanonick�m rozkladom n. Ak d je delite�n, tak p¡¨eme djn a d mus¡ ma� vyjadrenied = p�11 p�22 � � � p�rr �i � �i pre 1 � i � rNech kanonick� rozklad �¡sla n m  tvar n = p1p2 : : : pr a m je maxim lny po�et delite�ov �¡sla n,ktor� nedelia jeden druh�ho. Dok �eme, �e m � � rb r2 c�.Rie¨enie: Vezmime X = f1; 2; : : : ; rg. Ka�d�mu delite�ovi tvaru pi1pi2 � � � pis (1 � i1 < � � � << is � r) prirad¡me podmno�inu fi1; i2; : : : ; isg mno�iny X . Dostaneme syst�m podmno�¡n(A1; A2; : : : ; Am). Preto�e delitelia nedelia jeden druh�ho, tak Ai 6� Aj (i 6= j), a teda tvrde-nie vypl�va zo Spernerovej vety.Pr¡klad 2.14. Nech ~� = (�1; : : : ; �n), �i 2 f0; 1g (i = 1; : : : ; n) a nech ~� = (�1; : : : ; �n), �i 22 f0; 1g (i = 1; : : : ; n). Ozna�me ~� � ~� () �i � �i (i = 1; : : : ; n). Ak� je maxim lny po�etn-rozmern�ch vektorov, z ktor�ch �iadne dva nie s£ porovnate�n�?Rie¨enie: Nech A � X = f1; 2; : : : ; ng. Mno�ine A prirad¡me jednozna�ne vektor ~� = (�1; : : : ; �n)takto: �i = (1; ak i 2 A0; inak



18 � Kombinatoricko-logick� apar tAk ~� nie je porovnate�n� s ~�, tak pre priraden� mno�iny A;B plat¡ A 6� B ^ B 6� A, t.j. pod�aSpernerovej vety existuje najviac � nbn2 c� neporovnate�n�ch vektorov.2.3. Dirichletov princ¡pVeta 2.15. Nech X;Y s£ kone�n� mno�iny a f je zobrazenie mno�iny X do mno�iny Y . Ak jX j >> jY j, tak existuje tak� y 2 Y , �e aspo¤ pre dva r�zne prvky x1; x2 2 X plat¡ f(x1) = f(x2) = y.D�kaz: Tvrdenie vety je len logick  obmena de�n¡cie rovnakej mohutnosti. Keby pre ka�d� x1; x2 22 X , x1 6= x2 bolo f(x1) 6= f(x2), tak f je prost� zobrazenie mno�iny X do mno�iny Y , tedajX j � jY j, �o je v spore s predpokladom jX j > jY j. �Pr¡klad 2.16. Pou�it¡m Dirichletovho princ¡pu uk �eme, �e v Prahe �ij£ dvaja �udia s rovnak�mpo�tom vlasov na hlave. Ka�d�mu obyvate�ovi x mesta Prahy prirad¡me �¡slo f(x) | po�et jehovlasov na hlave. Ke��e mno�ina v¨etk�ch obyvate�ov Prahy m  aspo¤ mil¢n prvkov a hodnotafunkcie f neprevy¨uje 500000, tak pod�a Dirichletovho princ¡pu existuj£ dvaja obyvatelia Prahyx1; x2 tak¡, �e f(x1) = f(x2), t.j. maj£ rovnak� po�et vlasov na hlave.Pr¡klad 2.17. Nech n;m s£ nes£delite�n� prirodzen� �¡sla v��¨ie ako 1. Uk �eme, �e existuje tak�prirodzen� �¡slo k, �e mk pri delen¡ �¡slom n d va zvy¨ok 1.Rie¨enie: Uva�ujme �¡sla m1;m2; : : : ;mn+1. Ozna�me ri zvy¨ok pri delen¡ �¡sla mi �¡slom n. �¡slar1; r2; : : : ; rn+1 s£ men¨ie ako n, je ich n+ 1, teda aspo¤ dve sa rovnaj£, t.j. existuj£ i; j � n+ 1tak�, �e ri = rj . Nech i < j. Potom �¡slo mj �mi je delite�n� �¡slom n. Ke��e �¡sla n a mi s£nes£delite�n�, tak n del¡ mj�i � 1, lebo mj �mi = mi(mj�i � 1). Sta�¡ teda polo�i� k = j � i.Veta 2.18. Nech f je zobrazenie mno�iny X do mno�iny Y . Nech � ozna�uje nejak£ mohutnos�(� = n 2 N+ ). Ak �jY j < jX j, tak existuje y 2 Y tak�, �e mno�ina fx 2 X j f(x) = yg m mohutnos� v��¨iu ako �.D�kaz: Ozna�me Ay = fx 2 X j f(x) = yg. Potom X = Sy2Y Ay a pre y1 6= y2 je Ay1 \ Ay2 = ;.Keby pre ka�d� y 2 Y platilo jAy j � �, tak potom jX j = jSy2X Ay j � �jY j < jX j, �o ale nie jemo�n�. Teda existuje y 2 Y tak�, �e Ay = fx 2 X j f(x) = yg m  mohutnos� v��¨iu ako �. �D�sledok 2.19. Nech f je zobrazenie mno�iny X do mno�iny Y . Nech jX j = m, jY j = n (m;n 22 N). Ak nk < m, tak existuje y 2 Y tak�, �e mno�ina fx 2 X j f(x) = yg m  aspo¤ k + 1prvkov.D�kaz: Sta�¡ si uvedomi�, �e ak nie je pravda jAy j � k, tak jAyj � k+1 (pre k prirodzen�) a pou�i�predch dzaj£cu vetu.X = [y2Y Ay jX j = �� [y2Y Ay�� = Xy2Y jAyj � kn < m �D�sledok 2.20. Nech f je zobrazenie z mno�iny X do Y . V pr¡pade, �e mno�ina X je nekone�n a mno�ina Y kone�n , tak existuje tak� y 2 Y , �e Ay = fx 2 X j f(x) = yg je nekone�n  mno�ina.D�kaz: Tak, ako v predch dzaj£cich pr¡padoch, dost vame pre mno�inu X :X = [y2Y Ay jX j = �� [y2Y Ay�� � nk0kde jY j = n a k0 = maxy2Y jAy j; k0 existuje na z klade princ¡pu maxima, ktor� hovor¡, �eka�d  nepr zdna kone�n  podmno�ina �iasto�ne usporiadanej mno�iny m  minim lny a maxim lnyprvok. Teda jX j � nk0, �o je spor s t�m, �e X je nekone�n  mno�ina. �Pr¡klad 2.21. Nech M je mno�ina slov d��ky n v abecede A = fa1; : : : ; akg (k � 2). Ka�d� dver�zne slov  mno�iny M sa l¡¨ia v aspo¤ dvoch p¡smen ch. Ak  je mohutnos� mno�iny M ?Rie¨enie: Matematickou indukciou uk �eme, �e pre n � 2 je jM j � kn�1. Nech najprv n = 2.Mno�inu M rozdel¡me na k podmno�¡n M1;M2; : : : ;Mk tak, �e do mno�iny Mi d me tie slov 



Diskr�tna matematika � 19z mno�iny M , ktor� za�¡naj£ p¡smenom ai. Keby bolo jM j > k, tak v niektorej mno�ine Mi s£dve slov  mno�iny M | tie sa v¨ak l¡¨ia len v druhom p¡smene, �o nie je mo�n�. Teda jM j � k.Predpokladajme, �e tvrdenie plat¡ pre n � 1 a uk �eme, �e plat¡ aj pre n, kde n � 1 � 2.Rozdel¡me mno�inu M op�� na k �ast¡ M1;M2; : : : ;Mk pod�a toho, ak�m p¡smenom za�¡na dan�slovo. Keby bolo jM j > kn�1, tak pod�a d�sledku 2.19 existuje tak� i, �e jMij > kn�2. Ke��ejM1j+ jM2j+ � � �+ jMkj > kn�1, nem��u by� v¨etky jMij � kn�2. Nech M je mno�ina slov, ktor�vznikn£ zo slov mno�iny Mi vynechan¡m prv�ho p¡smena. Mno�ina M obsahuje slov  d��ky n� 1a ka�d� dve sa l¡¨ia aspo¤ v dvoch p¡smen ch. Teda pod�a induk�n�ho predpokladu je jMj � kn�2,�o je h�adan� spor.Cvi�enie 2.22. Pok£ste sa n js� mno�inu M s uveden�mi vlastnos�ami mohutnosti kn�1.Pr¡klad 2.23. Majme komplentn� graf o 6 vrcholoch. Uk �te, �e pri ka�dom farben¡ hr n grafudvoma farbami dostaneme v�dy trojuholn¡k, ktor� je zafarben� jednou farbou.
�

v1 v2v3v4v5v6Obr. 2. Obr zok k pr¡kladu 2.23Rie¨enie: Uva�ujme kompletn� graf o 6 vrcholoch; z �ubovo�n�ho jeho vrchola vych dza 5 hr n.Zvo�me si �ubovo�ne, ale pevne napr¡klad vrchol v1. Pod�a d�sledku 2.19 pri �ubovo�nom zafarben¡hr n kompletn�ho grafu o 6 vrcholoch dvomi farbami vych dzaj£ z vrchola v1 aspo¤ tri hranyzafarben� tou istou farbou (farb¡me dvoma farbami: �ervenou a modrou). Nech ide o �erven£farbu a nech s£ to hrany fv1; v2g, fv1; v3g a fv1; v4g. V¨imnime si teraz trojicu vrcholov v2, v3, v4:Ak niektor  z hr n fv2; v3g, fv2; v4g, fv3; v4g je zafarben  �ervenou farbou | nech je to napr¡kladhrana fv2; v3g, tak dostaneme jednofarebn� trojuholn¡k fv1; v2; v3g. Ak s£ v¨etky tri hrany modr�,tak dost vame modr� trojuholn¡k fv2; v3; v4g.Pr¡klad 2.24. Uk �te, �e kompletn� graf o 5 vrcholoch mo�no zafarbi� dvoma farbami tak, �eneexistuje jednofarebn� trojuholn¡k.Rie¨enie: je na obr zku 3.
�Obr. 3. Zafarbenie k pr¡kladu 2.24Pozn mka 2.25. Z uveden�ch pr¡kladov m��eme robi� nasleduj£ci z ver: Pre ka�d� n � 6, akfarb¡me kompletn� graf o n vrcholoch, tak v�dy dostaneme jednofarebn� trojuholn¡k.



20 � Kombinatoricko-logick� apar tCvi�enie 2.26. Uk �te, �e ak v pr¡pade kompletn�ho grafu o 5 vrcholoch farben¡m hr n dvomafarbami nevznikne jednofarebn� trojuholn¡k, tak potom 5 hr n grafu je zafarben�ch jednou farboua p�� hr n grafu je zafarben�ch druhou farbou.2.4. K�nigova lemaDe�n¡cia 2.27. �iasto�ne usporiadan  mno�ina (T; �) sa naz�va strom, ak pre ka�d� n 2 T je£sek T (n) = fv 2 T j v < ng dobre usporiadan  mno�ina a T m  najmen¨¡ prvok (kore¤).Pozn mka 2.28. �iasto�ne usporiadan  mno�ina je dobre usporiadan  mno�ina, ak jej �ubovo-�n  nepr zdna podmno�ina m  najmen¨¡ prvok. �ahko mo�no nahliadnu�, �e dobre usporiadan mno�ine je aj line rne usporiadan . Sta�¡ uk za�, �e �ubovo�n� prvky a; b s£ v rel cii, ale to jepravda, preto�e fa; bg m  najmen¨¡ prvok.Ku ka�d�mu stromu m��eme priradi� diagram, ktor� taktie� nazveme strom; je to geometrick reprezent cia matematick�ho pojmu stromu s kore¤om: Ka�d�mu prvku v 2 T prirad¡me vrcholstromu T a zn zorn¡me ho kr£�kom. Dva vrcholy stromu T spoj¡me hranou pr ve vtedy, ak v � ua neexistuje tak� vrchol z, �e plat¡ v � z � u; hovor¡me, �e u je bezprostredn� nasledovn¡k v.Stupe¤ vetvenia vrchola v je po�et jeho bezprostredn�ch nasledovn¡kov. V�¨ka vrchola v jepo�et prvkov v £seku T (v). Kore¤ m  v�¨ku 0. Maxim lny line rny re�azec v strome sa naz�vavetva stromu (maxim lny v mno�inovom zmysle). Pod d��kou vetvy rozumieme po�et vrcholovv re�azci. V�¨ka stromu je supr�mum v�¨ok vrcholov stromu.
�T1 �T2 �T3 �T4 �T5Obr. 4. T1 a T2 s£ stromy, T3, T4 a T5 nie s£ stromy.Pr¡klad 2.29. Nech T je mno�ina v¨etk�ch kone�n�ch postupnost¡ �¡sel f1; 2; : : : ; kg. Nech a == fajgnj=1, b = fbjgmj=1 s£ dve kone�n� postupnosti a a � b () (n � m a aj = bj pre j == 1; : : : ; n), t.j. b je pred��enie postupnosti a. Potom T je strom, ktor�ho kore¤ je ;. Stupe¤ vet-venia ka�d�ho vrchola je k. V�¨ka vrchola a = fajgnj=1 je n lebo T (a) = �;; faig1i=1; : : : ; faign�1i=1 	.Pr¡klad 2.30. Uva�ujme strom S v¨etk�ch kone�n�ch postupnost¡ �¡sel f1; 2; : : : ; kg d��ky men¨ejako n. Strom S m  stupe¤ vetvenia k, m  1 + k + k2 + � � � + kn�1 vrcholov a ka�d  vetva m d��ku n (pozri obr zok 5).Pr¡klad 2.31. Strom na obr zku 6 m  v�¨ku 1 a vrchol v0 m  stupe¤ vetvenia @0.Pr¡klad 2.32. Strom na obr zku 7 m  v�¨ku @0 a ka�d  vetva je kone�n . Vrchol v0 m  stupe¤vetvenia @0, strom T m  nekone�ne ve�a vrcholov.Plat¡ v¨ak tak�to jednoduch� tvrdenie:Lema 2.33 (K�nigova). Nech ka�d� vrchol stromu s kore¤om (T; �) m  kone�n� stupe¤ vetve-nia. Ak T je nekone�n  mno�ina, tak v T existuje nekone�ne dlh  vetva.D�kaz: Pre ka�d� vrchol v 2 T ozna�¡meAv = fu 2 T j v < ug
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� � � � � � � � � � � �v0Obr. 7. Strom k pr¡kladu 2.32t.j. Av je mno�ina t�ch vrcholov stromu T , ktor� "le�ia nad vrcholom v\. Ak v1; : : : ; vn s£ v¨etkybezprostredn� nasledovn¡ky vrchola v, tak zrejme plat¡:Av = Av1 [ � � � [ Avn [ fv1; : : : ; vng (13)Z rovnosti (13) vypl�va, na z klade d�sledku 2.20, �e ak Av je nekone�n  mno�ina, tak existujenasledovn¡k vi vrchola v tak�, �e Avi je tie� nekone�n  mno�ina.Teraz �ahko dok �eme tvrdenie lemy: Nech x0 je najmen¨¡ vrchol stromu T . Pod�a predpo-kladu je mno�ina Ax0 = T n fx0g nekone�n . Teda existuje nasledovn¡k x1 vrchola x0 tak�, �eAx1 je nekone�n  mno�ina. Ak m me vrchol xn tak�, �e mno�ina Axn je nekone�n , tak exis-tuje nasledovn¡k xn+1 > xn vrchola xn tak�, �e mno�ina Axn+1 je nekone�n . Zrejme mno�inafx0; x1; : : : ; xn; : : : g je nekone�n  vetva stromu T , �o bolo treba dok za�. �Veta 2.34. Nech ka�d� vrchol kone�n�ho stromu T m  stupe¤ vetvenia men¨¡ alebo rovn� k. AkT m  aspo¤ 1 +Pn�1i=0 ki vrcholov, tak v T existuje vetva d��ky v��¨ej ako n.



22 � Kombinatoricko-logick� apar tD�kaz: Pre ka�d� vrchol v 2 T ozna�¡me Av = fu 2 T j v < ug, t.j. Av je mno�ina t�ch vrcholovstromu T , ktor� "le�ia nad vrcholom v\. Nech v1; v2; : : : ; vk s£ v¨etky bezprostredn� nasledovn¡kyvrchola v. Potom zrejme plat¡ Av = Av1 [ : : : [ Avk [ fv1; : : : ; vkgNech x0 je najmen¨¡ vrchol stromu T . Pod�a predpokladu mno�ina Ax0 = T n fx0g m  aspo¤Pn�1i=0 ki prvkov.Existuje teda tak� nasledovn¡k x1 vrchola x0, �e Ax1 m  aspo¤ (1+k+k2+���+kn�1)�kk , t.j. aspo¤k + k2 + � � � + kn�2 prvkov (pozri obr zok 8). �alej existuje tak� nasledovn¡k x2 vrchola x1, �eAx2 m  aspo¤ k + k2 + � � �+ kn�3 prvkov, at�., a� dost vame, �e existuje tak� nasledovn¡k xn�1vrchola xn�2 tak�, �e Axn�1 m  aspo¤ k(n�1)�(n�1) prvkov, teda obsahuje vrchol xn. To znamen ,�e fx0; x1; x2; : : : ; xng je vetva d��ky v��¨ej ako n. �
�x1� � � � � � Ax0x0Obr. 8. Obr zok k d�kazu vety 2.34Pozn mka 2.35. Pod�a pr¡kladu 2.30 tvrdenie poslednej vety nem��eme zosilni�, t.j. existujestrom T s po�tom vrcholov 1 + k + � � �+ kn�1 a vetvami maxim lnej d��ky n, ktor�ho vetvenie jepre ka�d� vrchol najviac k.Neplat¡ nasleduj£ca veta: V ka�dom strome, ktor� m  najviac 1+k+k2+ � � �+kn�1 vrcholova ka�d� vrchol vetvenie najviac k, existuje vetva d��ky v��¨ej ako n.2.5. Ramseyove �¡slaVyjdeme z hlavolamu: Je pravda, �e v spolo�nosti, kde je aspo¤ 6 �ud¡, existuje bu� trojica�ud¡, ktor¡ sa navz jom poznaj£, alebo trojica �ud¡, ktor¡ sa navz jom nepoznaj£? Ako sme u�povedali predt�m, danej situ cii m��eme priradi� diagram kompletn�ho grafu o 6 vrcholoch, tedaK6 a £lohu hlavolamu formulova� ako farbanie hr n dvoma farbami. Zov¨eobecnenia tejto £lohybudeme formulova� v jazyku te¢rie grafov. Za t�m £�elom uvedieme nieko�ko potrebn�ch de�n¡ciiz te¢rie grafov.De�n¡cia 2.36. Nech V je kone�n  mno�ina a E � P2(V ). Usporiadan£ dvojicu G = (V;E)naz�vame oby�ajn� (jednoduch�) graf . V je mno�ina vrcholov a E mno�ina hr n grafu G.De�n¡cia 2.37. Podgrafom grafu G = (V;E) naz�vame graf G0 = (V 0; E0) tak�, �e plat¡ V 0 � Va E0 � E, E0 � P2(V 0).De�n¡cia 2.38. Kompletn�m grafom o n vrcholoch naz�vame graf, v ktorom jV j = n a po�ethr n je rovn� �n2�, teda jEj = �n2�. Kompletn� graf o n vrcholoch ozna�ujeme Kn.De�n¡cia 2.39. Nech G = (V;E) je graf. Komplement rnym grafom ku grafuG naz�vame graf �G,pre ktor� plat¡, �e m  t£ ist£ mno�inu vrcholov V ako graf G a mno�inu hr n E0 = ffu; vg j u; v 22 V; fu; vg =2 Eg.De�n¡cia 2.40. Pod stup¤om vrchola u v grafe G rozumieme mohutnos� mno�iny fv j v 22 V; fu; vg 2 Eg; toto �¡slo ozna�ujeme degu.Pozn mka 2.41. �ahko mo�no nahliadnu�, �e s£�et stup¤ov v¨etk�ch vrcholov grafu G je rovn�dvojn sobn�mu po�tu hr n grafu.



Diskr�tna matematika � 23�lohu s hlavolamom m��eme zov¨eobecni� nasleduj£cim sp�sobom: Majme n 2 N+ . Ak� jenajmen¨ie prirodzen� �¡slo p, pre ktor� plat¡: ka�d� graf, ktor� m  aspo¤ p vrcholov alebo graf knemu komplement rny, obsahuje Kn ako svoj podgraf? Ak ideme v zov¨eobec¤ovan¡ e¨te �alej,dost vame sa k tzv. Ramseyov�m �¡slam R(n;m), ktor� s£ de�novan� ako najmen¨ie �¡sla, prektor� plat¡: ka�d� graf G, ktor� m  aspo¤ R(n;m) vrcholov, bu� obsahuje ako svoj podgraf Knalebo k nemu komplement rny graf �G obsahuje ako svoj podgraf Km.V jazyku farbenia hr n m��eme £lohu sformulova� nasledovne: Ak� je najmen¨ie prirodzen��¡slo p, tak� �e pre m;n 2 N+ plat¡, �e pri ka�dom zafarben¡ hr n dvoma farbami (�ervenoua modrou) v�dy existuje bu� �erven� Km, alebo modr� Kn ?Rekurentn� vz�ah medzi Ramseyov�mi �¡slami na¨li Erd�s a Szekeres.Veta 2.42. Pre m;n � 2 plat¡R(m;n) � R(m;n� 1) +R(m� 1; n) (14)D�kaz: matematickou indukciou vzh�adom na ve�kos� s£�tu m+ n.1� m+ n = 4, m = n = 2: M  plati� R(2; 2) � R(2; 1) +R(1; 2), t.j. 2 � 1 + 1.2� Predpokladajme, �e tvrdenie plat¡ pre prirodzen� �¡sla men¨ie ako m + n, dok �eme, �e plat¡aj pre m + n. Nech teda n ¨ graf m  R(m;n � 1) + R(m � 1; n) vrcholov a nech v je pevn�vrchol grafu G. Budeme rozli¨ova� dva pr¡pady:(a) po�et hr n inciduj£cich s vrcholom v a zafarben�ch �ervenou farbou je aspo¤ R(m�1; n).(b) po�et hr n inciduj£cich s vrcholom v a zafarben�ch �ervenou farbou je men¨¡ ako R(m�� 1; n).V pr¡pade (a) ozna�¡me v1; v2; : : : ; vk vrcholy patriace koncom hr n zafarben�ch na �erveno(pozri obr zok 9). Pritom plat¡ k � R(m � 1; n). Ak uva�ujeme graf na t�chto k vrcholoch,�v1 v2 vkv � � � � � �Obr. 9.tak bu� obsahuje �erven� Km�1 alebo modr� Kn. To vypl�va z de�n¡cie Ramseyov�ch �¡sela induk�n�ho predpokladu. Ak graf na k vrcholoch obsahuje �erven� Km�1, tak pridan¡mvrchola v, ktor� je susedn� so v¨etk�mi vrcholmi v grafe, ktor�ho v¨etky hrany s£ �erven�,dostaneme �erven� Km v grafe G. Ak graf na vrcholoch fv1; v2; : : : vkg neobsahuje �erven�Km�1, tak pod�a induk�n�ho predpokladu obsahuje modr� Kn, a teda aj cel� graf obsahujemodr� Kn. Tvrdenie vety teda plat¡.V pr¡pade (b) mus¡ by� po�et hr n inciduj£cich s v a zafarben�ch na modro aspo¤ R(m;n�� 1) (lebo inak by bol s£�et hr n zafarben�ch na modro a na �erveno dohromady men¨¡ akoR(m;n� 1) +R(m� 1; n)� 1, �o ale nem��e nasta�). To m me ale pr¡pad analogick� s pr¡pa-dom (a), len�e "v modrom\. Teda analogickou £vahou ako v pr¡pade (a) sa d  dok za�, �e grafG obsahuje bu� modr� Kn alebo �erven� Km. T�m je d�kaz vety ukon�en�. �Pozn mka 2.43. Treba si uvedomi�, �e veta n m zaru�uje existenciu �¡sla R(m;n) pre m;n � 2.Pozn mka 2.44. �ahko mo�no nahliadnu�, �e pre �ubovo�n� prirodzen� �¡sla m;n � 2 plat¡R(m; 2) = m, R(2; n) = n. Z toho a rekurentn�ho vz�ahu (14) dost vame, �eR(3; 3) � R(2; 3) +R(3; 2) = 3 + 3 = 6Mo�no uk za�, �e R(3; 3) > 5, teda 5 < R(3; 3) � 6, �i�e R(3; 3) = 6.Pozn mka 2.45. V pr¡pade, �e R(m�1; n) = 2p ^ R(m;n�1) = 2q, kde p; q s£ prirodzen� �¡sla,plat¡ ostr  nerovnos� R(m;n) < R(m;n� 1) +R(m� 1; n); m; n > 2



24 � Kombinatoricko-logick� apar tnnm 2 3 4 5 6 72 2 3 4 5 6 73 3 6 9 14 18 234 4 9 18Tabu�lka 1. Pr¡klady Ramseyov�ch �¡selD�kaz: Ozna�me r = 2p+2q�1 a nech v je �ubovo�n� vrchol kompletn�ho grafu o r vrcholoch (tedaKr), n1 po�et �erven�ch hr n, ktor� inciduj£ s vrcholom v, a n2 po�et modr�ch hr n inciduj£cichs vrcholom v. Potom plat¡ rovnos�:r � 1 = n1 + n2 = R(m� 1; n) +R(m;n� 1)� 2Mo�n� s£ tri pr¡pady:(a) n1 � R(m� 1; n) ^ n2 < R(m;n� 1)(b) n2 � R(m;n� 1) ^ n1 < R(m� 1; n)(c) n1 = 2p� 1 ^ n2 = 2q � 1Prv� dva pr¡pady sme uva�ovali vo vete 2.42. Keby v¨ak pr¡pad (c) nastal pre ka�d� vrchol v,musel by ka�d� z 2p+ 2q � 1 vrcholov incidova� s 2p� 1 �erven�mi hranami. No potom by �¡slo(2p+ 2q � 1)(2p� 1) muselo by� p rne (s£�et stup¤ov vrcholov grafu je v�dy p rne �¡slo). To aleneplat¡, teda pr¡pad (c) pre vhodne vybrat� vrchol v nenastane. �Rekurentn£ nerovnos� (14) vo vete 2.42 mo�no pou�i� pri h�adan¡ horn�ho odhadu pre Ram-seyove �¡sla.Veta 2.46. Pre m;n � 2 plat¡ R(m;n) � �m+ n� 2n� 1 �D�kaz: Dokazovan� vz�ah plat¡, akon hle aspo¤ jedno z �¡sel m a n sa rovn  dvom. Skuto�ne:R(m; 2) = m � � mm�1�, R(2; n) = n � �n1�. Predpokladajme, �e vz�ah plat¡ pre v¨etky �¡sla m1a n1, ktor�ch s£�et je men¨¡ akom+n a dok �eme, �e potom plat¡ aj pre m a n. Pod�a induk�n�hopredpokladu plat¡:R(m;n� 1) � �m+ n� 3m� 1 �; R(m� 1; n) � �m+ n� 3m� 2 �R(m;n) � R(m� 1; n) +R(m;n� 1) � �m+ n� 3m� 2 �+�m+ n� 3m� 1 � = �m+ n� 2m� 1 �Pou�ili sme tu zn mu identitu pre kombina�n� �¡sla. T�m je d�kaz vety skon�en�. �Uveden� odhad je dos� nepresn�, ale m  d�le�it� teoretick� v�znam: vieme, �e R(m;n) je v�dykone�n� �¡slo. R�znymi kombinatorick�mi met¢dami mo�no n js� lep¨ie odhady, ale od uveden�hosa l¡¨ia len nepodstatne. N js� presn� hodnoty Ramseyov�ch �¡sel je ve�mi �a�k  £loha a pozn medoteraz len nieko�ko m lo hodn�t. Nieko�ko ich uv dzame v tabu�ke 1.Na z ver sformulujeme uveden� v�sledky vo vete.Veta 2.47 (Ramseyova). Pre �ubovo�n� prirodzen� m;n � 2 existuje prirodzen� �¡slo R(m;n)tak�, �e pre ka�d� �¡slo r � R(m;n) plat¡, �e pri �ubovo�nom zafarben¡ hr n grafuKr dvoma farbamiv ¤om existuje jednofarebn� podgraf Km ofarben� prvou farbou alebo jednofarebn� podgraf Knofarben� druhou farbou.Pozn mka 2.48. Napriek tomu, �e Ramseyove �¡sla sa z¡skavaj£ �a�ko (aj ich odhady), problema-tika je �iv , preto�e prip£¨�a ve�a rozmanit�ch interpret cii a aplik cii. �tuduj£ sa ve�mi intenz¡vner�zne zov¨eobecnenia na r�znych ¨trukt£rach.



Diskr�tna matematika � 252.6. �Ramseyova veta pre hypergrafyZov¨eobecn¡me najprv pojem grafu na hypergraf a potom vyslov¡me pre hypergrafy Ramseyovuvetu. V de�n¡cii 2.36 sme ch pali hranu oby�ajn�ho grafu ako dvojprvkov£ mno�inu jeho vrcholov.V hypergrafe pojem hrany zov¨eobecn¡me na pojem hyperhrany, ktor  bude �ubovo�nou mno�inouvrcholov.De�n¡cia 2.49. Hypergrafom nazveme usporiadan£ dvojicu H = (V;E), kde V je kone�n  mno-�ina a E � P(V ). Mno�inu V naz�vame mno�inou vrcholov a mno�inu E mno�inou hyperhr nhypergrafu H .Tak  hypehrana e 2 E, pre ktor£ jej = 2, je oby�ajnou hranou. Hyperhranu e 2 E, pre ktor£jej = 1, mo�no ch pa� ako slu�ku, t.j. hranu ktorej oba koncov� vrcholy s£ stoto�nen�. Hyperhranye 2 E, pre ktor� e � 3, je v¨ak u� problematick� zakresli� n zorne do obr zku. Ak to predsapotrebujeme urobi�, zvy�ajne hyperhranu zakres�ujeme tak, ako je zvykom "zakres�ova� mno�inuvrcholov\.
�

v1 v2v3v4v5v6Obr. 10. Hypergraf (fv1; v2; : : : ; v6g; ffv1; v2; v3g; fv2; v4; v6g; fv2; v5g; fv5gg)De�n¡cia 2.50. Hypergraf H1 = (V1; E1) nazveme podgrafom hypergrafu H2 = (V2; E2), ak V1 �� V2 a E1 � E2.De�n¡cia 2.51. Nech H = (V;E) je hypergraf a V 0 � V . Hypergraf H 0 tak�, �e V (H 0) = V 0 aE(H 0) = E(H) \ P(V 0) nazveme hypergrafom indukovan�m mno�inou V 0. Indukovan� hypergrafbudeme ozna�ova� H 0 = H j V 0.Indukovan� hypergraf na mno�ine vrcholov V 0 teda obsahuje v¨etky hyperhrany p�vodn�hohypergrafu, ktor� len m��e.Hypergraf H = (V;E), v ktorom pre v¨etky hyperhrany e 2 E plat¡, �e jej = k, sa naz�vak-uniformn�. Bolo by teda napr¡klad mo�n� de�nova� oby�ajn� graf ako 2-uniformn� hypergraf.k-Uniformn� hypergraf, ktor� obsahuje v¨etky u-vrcholov� hrany, sa naz�va £pln� k-uniformn�hypergraf . �pln� n-vrcholov� k-uniformn� hypergraf budeme ozna�ova� Kkn. Plat¡ teda napr¡klad,�e K2n = Kn.Podobne ako hrany oby�ajn�ho grafu, aj hrany hypergrafov mo�no farbi�. Vyslov¡me teraz ot�chto farbeniach pomerne siln£ verziu Ramseyovej vety.Veta 2.52 (Ramseyova). Pre v¨etky s;m; u 2 N+ existuje n0(k;m; s) 2 N+ tak�, �e pre v¨etkyn � n0 obsahuje hypergraf Kkn pri �ubovo�nom zafarben¡ svojich hyperhr n s farbami jednofarebn�podgraf Kkm.D�kaz: Vetu dok �eme matematickou indukciou cez k. Aby sme zjednodu¨ili vyjadrovanie, budeme£pln� k-uniformn� n-vrcholov� hypergraf, ktor�ho hrany s£ zafarben� s farbami ozna�ova� ako(k; n; s)-hypergraf.1� Pre k = 1 obsahuje hypergraf Kkn len slu�ky, a to na ka�dom vrchole jednu (teda n slu�iek).M me teraz dok za�, �e pre v¨etky prirodzen� �¡sla s;m existuje tak� n0(1;m; s), �e ak je po�et



26 � Kombinatoricko-logick� apar tslu�iek n aspo¤ n0, tak pri ka�dom ich ofarben¡ s farbami z nich mo�no vybra� m, ktor� s£zafarben� tou istou farbou (t.j. jednofarebn� hypergraf K1m). Na to sta�¡ zvoli�n0 = (m� 1)s+ 1Pod�a Dirichletovho princ¡pu sa toti� medzi tak�mto po�tom s farbami zafarben�ch slu�iek u�mus¡ vyskytn£� m, zafarben�ch tou istou farbou.2� Sk�r ne� urob¡me d�kaz pre k � 2, uk �eme si najprv jednu kon¨trukciu vych dzaj£cu z hy-pergrafu H = Kkn, ktor�ho ka�d  hyperhrana je zafarben  niektorou z s zvolen�ch farieb.Pre ka�d� vrchol w 2 V (H), kde V (H) je mno�ina vrcholov hypergrafu H , ozna�meako H(w) £pln� (k � 1)-uniformn� hypergraf na vrcholoch V n fwg, ktor�ho hyperhrany s£zafarben� s farbami, a to tak, �e ka�d  hyperhrana fv1; v2; : : : ; vk�1g je pre vi 2 V n fwg(i = 1; : : : ; k � 1) v hypergrafe H(w) zafarben  rovnako ako hyperhrana fw; v1; : : : ; vk�1gv p�vodnom hypergrafe H . Skon¨truujeme teraz postupnos� mno�¡n fVig nasledovne:Nech V0 = V (H) a ak u� m me zostrojen£ mno�inu Vi�1 (i � 1), zostroj¡me mno�inu Vitakto: Zvol¡me si �ubovo�n� vrchol xi�1 2 Vi�1 a za Vi zvol¡me �o do po�tu prvkov najv��¨iumno�inu s vlastnos�ami:� Vi � Vi�1 n fxi�1g� V¨etky hyperhrany hypergrafu H(xi�1) j Vi s£ zafarben� tou istou farbou (t£to farbuozna�me fi).Vo�ba vrchola xi�1 je teda v ka�dom kroku �ubovo�n . Preto�e mno�ina V = V0 je kone�n  aVi ( Vi�1, tak po kone�nom po�te krokov dospejeme k pr zdnej mno�ine vrcholov. Postupnos�mno�¡n V = V0 ) V1 ) � � � ) Vp�1 ) Vp ) Vp+1 = ; nazveme maxim lnym re�azcom d��ky pv hypergrafe H .Lema 2.53. Ak plat¡ Ramseyova veta pre uniformitu k � 1, tak pre v¨etky s 2 N+ a k 22 N0 existuje tak� n1 2 N+ , �e pre v¨etky n � n1 maj£ v¨etky maxim lne re�azce ka�d�ho(k; n; s)-hypergrafu d��ku aspo¤ d (bez oh�adu na vo�bu vrcholov xi).1D�kaz: Predpokladajme, �e Ramseyova veta plat¡ pre uniformitu k�1 a v¨imnime si najprv, �otreba po�adova� od mno�iny Vi�1 (i � 1), aby platilo, �e jVij � t, kde t je �ubovo�ne zvolen� cel�nez porn� �¡slo. Z Ramseyovej vety pre uniformitu k�1 vypl�va, �e ak je jVi�1j � n0(k; t; s)+1,tak jVi�1 n fxi�1gj � n0(k; t; s), a preto v (k � 1; jVi�1j � 1; s)-hypergrafe H(xi�1) j (Vi�1 nn fxi�1g) existuje t-tica vrcholov tak , �e indukuje hypergraf, ktor�ho hyperhrany s£ v¨etkyzafarben� tou istou farbou. Preto iste jVij � t. Ak p�jdeme v na¨ich £vah ch e¨te o 1 krokhlb¨ie, tak pod�a pr ve dok zan�ho obdobne dost vame, �e ak jVi�2j � n0(k � 1; n0(s; t; k �� 1) + 1; s) + 1, tak jVi�1j � n0(k � 1; t; s) + 1, a preto jVij � t. Analogicky mo�no postupova�pre mno�iny Vi�3, Vi�4, at�. Zave�me preto funkciu g:g(s; t; k � 1; 0) = tg(s; t; k � 1; r + 1) = n0(k � 1; g(s; t; k � 1; r); s) + 1; r 2 N0kde n0(k � 1; : ; s) ozna�uje nejak� (pre ur�itos� povedzme najmen¨ie) �¡sla n0, ktor�ch exis-tencia je zaru�en  platnos�ou Ramseyovej vety pre po�et farieb s a uniformitu k � 1. Uveden�pozorovanie teraz mo�no sformulova� nasledovne:Pre nez porn� cel� �¡sla i; j tak�, �e j � i, plat¡, �e ak jVi�j j � g(s; t; k� 1; j), tak jVij � t.Pou�ij£c teraz toto tvrdenie pre i = j = d a t = 1 dost vame, �e ak n = jV j = jV0j � g(s; 1; k�� 1; d), tak jVdj � 1, t.j. Vd 6= ;. Ak teda zvol¡me n1 = g(s; 1; k � 1; d), tak pre n � n1 budema� ka�d� maxim lny re�azec ka�d�ho (k; n; s)-hypergrafu d��ku aspo¤ d. �Teraz u� m��eme dok za� Ramseyovu vetu pre k � 2: Induk�n�m predpokladom je plat-nos� Ramseyovej vety pre uniformitu k � 1, a tak pou�ij£c lemu 2.53 pre d = (m � 1)s + 1dost vame existenciu �¡sla n1 tak�ho, �e pre n � n1 bud£ ma� v¨etky maxim lne re�azce(k; n; s)-hypergrafu H d��ku aspo¤ (m� 1)s+ 1. Zoberme �ubovo�n� tak� re�azec a v procese1Neform lne mo�no poveda�, �e maxim lne re�azce hypergrafu mo�no za uveden�ch podmienok spravi� �ubo-vo�ne dlh�mi.



Diskr�tna matematika � 27jeho kon¨trukcie zostrojen£ postupnos� farieb f1; f2; : : : ; f(m�1)s+1; : : : Ke��e r�znych farieb jelen s, tak pod�a Dirichletovho princ¡pu sa niektor  farba f mus¡ v tejto postupnosti vyskytn£�aspo¤ m-kr t, povedzme fi1 = fi2 = � � � = fim = f pre 1 � i1 < i2 < � � � < im � (m� 1)s+ 1.Zodpovedaj£ce vrcholy xi v procese kon¨trukcie zmienen�ho maxim lneho re�azca s£ pritomxi1�1; xi2�1; : : : ; xim�1. Prezna�me tieto vrcholy na y1 = xi1�1, y2 = xi2�1, : : : , ym = xim�1.Uva�ujme teraz hypergraf G = H j fy1; y2; : : : ; ymg. Hypergraf G je zrejme £pln� k-uni-formn� m-vrcholov�. Pritom ak fyj1 ; yj2 ; : : : ; yjkg je pre j1 < j2 < � � � < jk nejak  jeho hyper-hrana, tak z kon¨trukcie re�azca plat¡, �e yj2 ; yj3 ; : : : ; yjk 2 Vj1 . Hyperhrana fyj2 ; : : : ; yjkg jehyperhranou hypergrafuH(yj1). Pod�a kon¨trukcie maxim lneho re�azca je t to hyperhrana za-farben  farbou fj1 = f . Pod�a kon¨trukcie hypergrafuH(yj1) s£ v¨ak hyperhrany fyj2 ; : : : ; yjkgv hypergrafe H(yj1) a fyj1 ; yj2 ; : : : ; yjkg v hypergrafe H , a teda aj G, zafarben� rovako.Celkovo s£ teda v¨etky hyperhrany hypergrafu G zafarben� tou istou farbou, a to farbou f .Za n0(k;m; s) teda mo�no zvoli� napr¡klad �¡slo g(s; 1; k � 1; (m� 1)s+ 1), kde g je funkcia zlemy 2.53. �Pozn mka 2.54. Najmen¨ie n0, ktor�ho existenciu zaru�uje Ramseyova veta 2.52, mo�no tie�nazva� "Ramseyov�m �¡slom\ R0(s;m; u). Vz�ah medzi tak�mto a oby�ajn�m Ramseyov�m �¡slomje potom R0(2;m; 2) = R(m;m).2.7. Syst�my reprezentantov mno�¡nBudeme rozobera� jeden z kombinatorick�ch pr¡stupov na charakterizovanie ¨trukt£ry kone�-n�ch mno�¡n. U� z n zvu mo�no vidie�, �e z kladnou ideou je z mena syst�mu mno�¡n | vybran¡mich reprezentantov.Formul cia £loh tohto typu a met¢dy ich rie¨enia z visia od toho, ak�m po�iadavk m musiat¡to reprezentanti vyhovova�.Nech M = (S1; : : : ; Sm) je �ubovo�n� syst�m kone�n�ch nepr zdnych mno�¡n (niektor� mno-�iny sa m��u aj opakova�). Ak syst�mu M m��eme priradi� (nie nutne jednozna�ne) v�ber a == (a1; a2; : : : ; am) tak�, �e ai 2 Si (i = 1; : : : ;m), ai 6= aj pre i 6= j (i; j = 1; : : : ;m), hovor¡me, �eprvok ai reprezentuje mno�inu Si a cel� v�ber (a1; : : : ; am) sa naz�va syst�mom r�znych reprezen-tantov pre M . �alej poznamen vame, �e ak i 6= j, potom ai 6= aj aj v pr¡pade, ak Si = Sj . Aksa teda mno�ina vyskytuje v syst�me nieko�kokr t, tak ka�d� raz mus¡ ma� reprezentanta r�znehood v¨etk�ch ostatn�ch.Nie je �a�k� vidie�, �e nie ka�d� syst�m mno�¡n m  syst�m r�znych reprezentantov. Ak v¨akuva�ujeme nepr zdne mno�iny a po dvoch disjunktn�, tak syst�m r�znych reprezentantov v�dyexistuje. Dokonca vieme spo�¡ta�, ko�ko tak�ch r�znych syst�mov je.Uva�ujme zlo�itej¨¡ pr¡klad: S = fa; b; c; d; eg, M = (S1; S2; S3; S4), S1 = fa; b; c; dg, S2 == fa; b; eg. Potom existuj£ dva syst�my r�znych reprezentantov: fc; a; b; eg a fd; a; e; bg. Av¨ak,ak zamen¡me len jednu z mno�¡n, napr¡klad namiesto S2 vezmeme S02 = fb; eg, nedostaneme�iaden syst�m r�znych reprezentantov. Na ot zku, �i existuje syst�m r�znych reprezentantov predan� syst�m mno�¡n d va odpove� veta Filipa Halla, dok zan  v roku 1935 a d vaj£ca nutn£a posta�uj£cu podmienku existencie reprezentantov.Veta 2.55 (Hallova). Pre syst�mM = (S1; : : : ; Sm) existuje m-tica navz jom r�znych reprezen-tantov pr ve vtedy, ak zjednotenie �ubovo�n�ch k mno�¡n obsahuje aspo¤ k prvkov. In�mi slovami,syst�m r�znych reprezentantov pre mno�iny S1; S2; : : : ; Sm existuje pr ve vtedy, ak Si1 [Si2 [� � �[[ Sik obsahuje aspo¤ k prvkov, pri�om k = 1; 2; : : : ;m a fi1; : : : ; ikg � f1; 2; : : : ;mg.D�kaz: (=)): Nutn  podmienka je prakticky zrejm , preto�e existencia syst�mu r�znych repre-zentantov zabezpe�uje pr¡tomnos� nevyhnutn�ho po�tu prvkov ako r�znych reprezentantov.((=): D�kaz obr ten�ho tvrdenia je zlo�itej¨¡. Budeme postupova� indukciou vzh�adom na�¡slo m. Je zrejm�, �e pre m = 1 tvrdenie plat¡. Predpokladajme, �e tvrdenie plat¡ pre prirodzen��¡sla v��¨ie alebo rovn� 1 a men¨ie ako m. Dok �eme, �e plat¡ aj pre m. Budeme uva�ova� dvamo�n� pr¡pady.



28 � Kombinatoricko-logick� apar t� Spo�iatku predpoklad me, �e pre �ubovo�n� 1 � k < m plat¡ jSi1 [Si2 [ � � � [Sik j � k+1,t.j. na¨a podmienka je splnen  "s jedn�m nadbyto�n�m prvkom\. Potom, ak vezmeme�ubovo�n£ mno�inu a vyberieme k nej �ubovo�n�ho reprezentanta, pre ostatn�ch m � 1mno�¡n zost va platnou p�vodn  podmienka. Pod�a induk�n�ho predpokladu existuje pret�chtom�1 mno�¡n syst�m r�znych reprezentantov. T�mto je prv  �as� d�kazu ukon�en .� Predpokladajme teraz, �e existuje k mno�¡n k < m, pre ktor� plat¡ jSi1 [ : : : [ Sik j == k. Pod�a induk�n�ho predpokladu t�chto k mno�¡n m  syst�m r�znych reprezentantov.Zost va n m e¨te m � k mno�¡n, no �ubovo�n� h z nich musia obsahova� aspo¤ h prvkovzo zost vaj£cich, preto�e v opa�nom pr¡pade t�chto h mno�¡n spolu u� s vybran�mi budeobsahova� menej ako k+h prvkov, a to je v spore s predpokladom. Teda pre t�chto m�kmno�¡n je splnen  po�iato�n  podmienka a pod�a induk�n�ho predpokladu maj£ syst�mr�znych reprezentantov. D�kaz vety je ukon�en�. �Pozn mka 2.56. Podmienka kone�nosti je tu d�le�it . Keby sme ju vypustili, tak napr¡klad prenekone�n� syst�m mno�¡n S0 = f1; 2; : : : ; n; : : : g, S1 = f1g, : : : , Sn = fng, : : : neexistuje syst�mr�znych reprezentantov, hoci �ubovo�n  jeho �as� ho m .�Algoritmus na n jdenie syst�mu r�znych reprezentantovMajme syst�m kone�n�ch mno�¡n (S1; S2 : : : ; Sn). Na¨ou £lohou je n js� pre¤ syst�m r�znychreprezentantov.Budeme najprv postupne voli� reprezentantov a1 2 S1, a2 2 S2, : : : £plne �ubovo�ne zapredpokladu, �e ai 6= aj pre i 6= j. Keby sa n m t�mto sp�sobom podarilo dospie� a� ku an 2 Sn,m me syst�m (a1; a2; : : : ; an) r�znych reprezentantov mno�¡n S1; S2; : : : ; Sn. Predpokladajme teda,�e m me vybrat� prvky a1 2 S1, a2 2 S2, : : : , ak�1 2 Sk�1 a �alej u� vo v�bere nemo�nopokra�ova�, t.j. pre v¨etky x 2 Sk by v�ber ak = x naru¨il podmienku o r�znosti jednotliv�ch ai.In�mi slovami, pre v¨etky x 2 Sk existuje i 2 f1; 2; : : : ; k � 1g tak�, �e ai = x. Nech Sk == fv1; v2; : : : ; vqg. Pok£sime sa preorganizova� v�ber doteraj¨¡ch reprezentantov ai tak, aby jedenz prvkov vj (j = 1; 2; : : : ; q) mohol by� vybrat� ako reprezentant pre mno�inu Sk (ak sa to d ).Kon¨trukcia bude nasledovn :Najprv budeme indukt¡vne kon¨truova� postupnos� V = fvigi�1. Jej prv�ch q �lenov u�m me | s£ to prvky mno�iny Sk. Postupne budeme jej prvky spracov va� odpredu a predl�ova�ju dopisovan¡m prvkov na koniec. Z rove¤ s ¤ou budeme kon¨truova� postupnosti N = fnigi�1a P = fpigi�1. Inform cia, ktor£ nes£ �¡sla ni a pi sa bude t�ka� prvku vi: �¡slo ni bude ozna�ova��¡slo mno�iny, v�aka ktorej sa prvok vi dostal do postupnosti V a �¡slo pi bude ozna�ova� poradov��¡slo teraj¨ieho reprezentanta tejto mno�iny v postupnosti V . Na po�iatku teda n1 = n2 = � � � == nq = k, av¨ak mno�ina Sk zatia� reprezentanta v�bec nem . Polo�¡me preto de�nitorickyp1 = p2 = � � � = pq = 0.Spracovanie prvku vi teraz spo�¡va v nasledovnom: Zoberieme mno�inu Sj , ktorej reprezen-tantom je spracov van� prvok vi, ak tak  mno�ina existuje, a dop¡¨eme na koniec postupnosti V tieprvky mno�iny Sj , ktor� sa v postupnosti V e¨te nenach dzaj£. Im zodpovedaj£ce �¡sla v postup-nosti N bud£ rovn� j a pr¡slu¨n� �¡sla v postupnosti P bud£ rovn� i. Ako sme u� povedali, prvkypostupnosti V sa spracov vaj£ odpredu a novopridan� prvky sa pripisuj£ na jej koniec. Postupnos�V sa teda z algoritmick�ho h�adiska spr va ako d tov  ¨trukt£ra | front.Poznamenajme e¨te, �e vo�ba ozna�enia vi, ni, pi nie je n hodn . Cel� postup toti� mo�noformulova� aj v jazyku te¢rie grafov. Postupne toti� kon¨truujeme ¨peci lny typ grafu | les.Pod lesom pritom rozumieme disjunktn� zjednotenie kone�n�ho po�tu stromov. Vrcholmi tohtostromu s£ prvky postupnosti V . Pre ka�d� vrchol vi ozna�uje pi tak� �¡slo, �e vrchol vi je priamymnasledovn¡kom vrchola vpi , resp. pi = 0, ak tak�to vrchol neexistuje. To sa stane vtedy, ke� jevrchol vi kore¤om niektor�ho stromu lesa. �ahko teraz vid¡me, �e kore¤mi stromov n ¨ho lesa s£pr ve prvky mno�iny Sk.



Diskr�tna matematika � 29Spracovanie vrchola vi v tejto interpret cii znamen  identi�kovanie v¨etk�ch jeho priamych na-sledovn¡kov a pripojenie ich do lesa. Preto�e postupnos� V je spracov van  ako front, kon¨truujemevlastne uveden� les met¢dou "do ¨¡rky\. �¡sla ni pritom zu�itkujeme a� nesk�r.V¨imnime si e¨te, �e plat¡ pj < j. Ak je toti� 1 � j � q, tak pj = 0 a nerovnos� plat¡ trivi lnea ak j > q, tak sa prvok vj musel do postupnosti V dosta� pri spracov van¡ nejak�ho prvku vi,ktor� v tom �ase u� musel v postupnosti V by�, t.j. i < j. V tomto pr¡pade v¨ak pj = i, a takdost vame na¨u nerovnos� pj < j.Vr �me sa v¨ak k postupnosti V : Z jej kon¨trukcie vypl�va, �e je prost . Nie je teda mo�n�,aby bola predl�ovan  do nekone�na, ke��e V � [ni=1Si a mno�iny Si s£ kone�n�. Nemo�nos�pokra�ova� teda nastane v jednom z t�chto pr¡padov:(1) Prvky postupnosti V sa vy�erpali spracovan¡m posledn�ho prvku postupnosti.(2) Pri spracov van¡ prvku vi sa zistilo, �e neexistuje mno�ina Sj , ktorej by bol reprezentan-tom.V grafovej interpret cii zna�¡ pr¡pad (1), �e les bol £plne skon¨truovan� a pr¡pad (2), �e niesme schopn¡ identi�kova� priamych nasledovn¡kov nejak�ho vrchola.V pr¡pade (1) syst�m r�znych reprezentantov neexistuje. Dok �eme to nasledovne: Nechm  postupnos� V pr ve r prvkov, t.j. V = fv1; v2; : : : ; vrg. Ke��e v¨etky prvky postupnostiV boli spracovan�, tak ka�d� prvok tejto postupnosti je reprezentanotom nejakej mno�iny Sj .Z kon¨trukcie ale z rove¤ vypl�va, �e ak bol v i-tom kroku spracovan� prvok vi ako reprezentantmno�iny Sj , tak Sj � V (v¨etky prvky mno�iny Sj , ktor� postupnos� V e¨te neobsahovala, smetoti� dop¡sali na jej koniec). Ak s£ teda Si1 ; Si2 ; : : : ; Sir postupne mno�iny, ktor�ch reprezentantis£ v1; v2; : : : ; vr, tak Sij � V pre v¨etky j = 1; 2; : : : ; r. Ke��e Sk = fv1; v2; : : : ; vqg, q � r amno�ina Sk zatia� reprezentanta nem , tak Si1 ; Si2 ; : : : ; Sir ; Sk je r+1 mno�¡n (s r�znymi indexami),pre ktor� plat¡: Sk [ � r[j=1Sij� � V = fv1; v2; : : : ; vrgM me teda r +1 mno�¡n, ktor� maj£ v zjednoten¡ nanajv�¨ r prvkov. Pod�a Hallovej vety potomsyst�m rozli�n�ch reprezentantov pre mno�iny S1; S2; : : : ; Sn neexistuje.V pr¡pade (2) urob¡me reorganiz ciu doteraj¨¡ch reprezentantov a1; a2; : : : ; ak�1 tak, aby bolomo�n� vybra� aj reprezenatanta pre mno�inu Sk. Nech teda prvky v1; v2; : : : ; vm�1 postupnosti Vu� boli spracovan� a nech sa pri spracov van¡ prvku vm zist¡, �e neexistuje mno�ina Sj , ktorej bybol nateraz reprezentantom. Zave�me funkciuf(0) = mf(j + 1) = pf(j); j � 0a uva�ujme postupnos� ff(i)gi�0. U� vieme, �e pj < j pre j � 1. To v kone�nom d�sledkuzna�¡, �e postupnos� ff(i)g je klesaj£ca. Je to v¨ak postupnos� prirodzen�ch �¡sel, a tak mus¡ by�kone�n . Ide teda o (t + 1)-prvkov£ postupnos� m = f(0) > f(1) > f(2) > � � � > f(t) = 0 (k�mtoti� nedosiahneme �¡slo 0, mo�no st le postupnos� predl�ova�).V grafovej interpret cii je v�znam postipnosti ff(i)g nasledovn�: postupnos� vf(i) je cesta Cod vrchola vm do kore¤a stromu, v ktorom sa vrchol vm nach dza.Sme teraz pripraven¡ reorganizova� v�ber reprezentantov ai: zvol¡me prvok vf(i) ako repre-zentanta mno�iny Snf(i) (i = 1; 2; : : : ; t) a ostatn�ch reprezentantov nech me nepozmenen�ch. Zkon¨trukcie je pritom zrejm�, �e vf(i) 2 Snf(i) a �e novour�en¡ reprezentanti s£ navz jom r�zni.Povedan� v term¡noch te¢rie grafov: reprezentantov sme posunuli o jedno pozd�� cesty C.V¨imnime si, �e ke��e f(t) = 0, tak t < q a nf(t) = k. Podarilo sa n m teda vhodnou £pravouv�beru doteraj¨¡ch reprezentantov n js� aj reprezentanta anf(t) = ak mno�iny Sk.Cel� uveden� postup teraz opakujeme, a� k�m nakoniec nen jdeme aj reprezentanta an premno�inu Sn, resp. v tomto procese nezist¡me, �e syst�m r�znych reprezentantov pre mno�inyS1; S2; : : : ; Sn neexistuje.Uveden� algoritmus je zap¡san� na obr zku 11.



30 � Kombinatoricko-logick� apar tPr¡klad 2.57. Algoritmus si teraz demon¨trujeme na pr¡klade: Nech S1 = f1; 4; 5g, S2 = f3; 4; 5g,S3 = f1; 4g, S4 = f1; 2g a S5 = f1; 5g.Rie¨enie: Zvo�me najprv n hodne a1 = 5, a2 = 4, a3 = 1 a a4 = 2. V tejto situ cii u� nemo�nozvoli� a5 2 S5 tak, aby boli prvky ai od seba r�zne. Postupnosti V , N a P skon¨truovan�algoritmom s£ v tabu�ke 2. V na¨om pr¡pade je q = 2. Prvok v4 = 3 zatia� nie je reprezentantomPopis P�vodn� prvkymno�iny S5 Spracovanieprvku v1 Spracovanie prvku v2(nepribudol �iadennov� prvok) Spracovanie prvku v3(nastal pr¡pad (2))vi 1; 5 4 3ni 5; 5 3 2pi 0; 0 1 3Tabu�lka 2. Postupnosti V = fvig, N = fnig a P = fpig.�iadnej mno�iny, nastal teda pr¡pad (2) pre m = 4. V¨imnime si teraz ako sa bud£ reorganizova�reprezentanti:� Prvok v4 = 3 sa stane reprezentantom mno�iny Sn4 = S2.� Preto�e p4 = 3, �al¨¡m reorganizovan�m prvkom bude prvok v3 = 4. Stane reprezentantommno�iny Sn3 = S3.� Preto�e p3 = 1, �al¨¡m reorganizovan�m prvkom bude prvok v1 = 1. Stane sa reprezen-tantom mno�iny Sn1 = S5.�¡slo p1 = 0, tak�e reorganiz cia je ukon�en . Ostatn¡ reprezentanti (t.j. prvok 5 pre mno�inu S1a 2 pre S4) zostan£ zachovan¡. Dost vame teda reprezentantov: a1 = 5, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 2,a5 = 1.K�nigova vetaTeraz uvedieme jednu z aplik cii Hallovej vety: Maticu budeme naz�va� bin rnou, ak jej prvkym��u nadob£da� len dve hodnoty: 0 alebo 1. Linkou matice nazveme jej �ubovo�n� riadok alebost�pec. Hovor¡me, �e v bin rnej matici s£bor liniek pokr�va v¨etky jednotkov� prvky, ak ka�d jednotka patr¡ aspo¤ do jednej linky s£boru. Dve jednotky matice A naz�vame nez visl�, akpatria r�znym riadkom a r�znym st�pcom.Veta 2.58 (K�nigova). V �ubovo�nej bin rnej matici je najv��¨¡ po�et po dvoch nez visl�chjednotkov�ch prvkov rovn� najmen¨iemu po�tu liniek, pokr�vaj£cich v¨etky jednotky.Sk�r ako dok �eme vetu 2.58, budeme ju ilustrova� na bin rnej matici A. V¨etky jednotkov�prvky matice A s£ pokryt� druh�m a ¨tvrt�m riadkom a tret¡m a ¨iestym st�pcom, no s£boryz troch liniek, pokr�vaj£ce v¨etky jednotky v matici A nie s£. �alej s£ v matici A vidite�n� ¨tyrinez visl� jednotkov� prvky, pri�om v A nie je p�� nez visl�ch jednotiek.A = 0BBBBBBB@ # #0 0 1 0 0 0! 1 1 0 1 0 10 0 1 0 0 1! 0 1 1 0 1 00 0 1 0 0 1
1CCCCCCCAD�kaz K�nigovej vety: Najprv uvedieme niektor� ozna�enia.� A = (aij) | bin rna matica rozmeru n� t;� m | minim lny po�et liniek, obsahuj£cich v¨etky jednotkov� prvky matice A (minim lnepokrytie linkami);



Diskr�tna matematika � 31VSTUP: Kone�n� mno�iny S1; S2; : : : ; SnV�STUP: Syst�m r�znych reprezentantov pre ne alebo inform cia, �e h�adan� syst�m neexistuje.program SystemRoznychReprezentantov;beginfor k := 1 to n do fvo�ba reprezentanta ak 2 SkgbeginZvo�me reprezentanta a[k] 2 Sk �ubovo�ne tak, aby bol r�zny od v¨etk�ch a[i] prei < k, ak je to mo�n�. Ak to nie je mo�n�, takbeginq := jSkj;Nech fv[1]; v[2]; : : : ; v[q]g s£ prvky mno�iny Sk;Nech n[1] = n[2] = � � � = n[q] = k;Nech p[1] = p[2] = � � � = p[q] = 0;r := q; fr | po�et prvkov v postupnosti fviggm := 1; fm | index spracov van�ho prvku postupnosti fviggwhile (m � q) and (existuje tak� j, �e v[m] = a[j]) dobeginu := jSj n fv[1]; v[2]; : : : ; v[r]gj;Nech v[r + 1]; : : : ; v[r + u] s£ prvky mno�iny Sj n fv[1]; v[2]; : : : ; v[r]g;Nech n[r + 1] = � � � = n[r + u] = j;Nech p[r + 1] = � � � = p[r + u] = m;r := r + u;m :=m+ 1;end;if m > r then fpostupnos� fvig sa vy�erpala | pr¡pad (1)ghalt with failure | syst�m r�znych reprezentantov neexistuje;else fpr¡slu¨n� j neexistuje | pr¡pad (2)gbegini :=m;while i > 0 dobegina[n[i]] := v[i];i := p[i];end;end;end;end;halt with success | syst�m r�znych reprezentantov je a[1]; : : : ; a[n];end; Obr. 11. Algoritmus na n jdenie syst�mu r�znych reperezentantov� m = r + s, kde s je po�et st�pcov a r po�et riadkov, z£�ast¤uj£cich sa na minim lnompokryt¡ matice A;� M je maxim lny po�et jednotiek, z ktor�ch �iadne dve nele�ia na jednej a tej istej linke: akozna�¡me nejak�m sp�sobom tieto jednotky, potom ka�d  z nich bude jedin�m ozna�en�mprvkom v tom riadku a st�pci, na prieniku ktor�ch sa nach dza.Potrebujeme dok za�, �e m =M . Budeme dokazova� dve tvrdenia: m �M a M � m.



32 � Kombinatoricko-logick� apar t(m � M): Cez ka�d� ozna�en� vrchol (jednotku) prech dzaj£ bu� pokr�vaj£ci riadok, bu�pokr�vaj£ci st�pec, alebo dve linky (riadok a st�pec) s£�asne. Preto�e v¨ak �iadna linka nem��es£�asne pokry� dve ozna�en� jednotky, tak m �M .(M � m): Na d�kaz druhej nerovnosti pou�ijeme Hallovu vetu. Nech sa minim lne pokrytiesklad  z r riadkov a s st�pcov. M��eme zameni� riadky a st�pce tak�m sp�sobom, aby uveden�linky boli prv�mi r riadkami a prv�mi s st�pcami. Toto zamenenie riadkov a st�pcov nem  vplyvna hodnoty M a m.Prv�m r riadkom bijekt¡vne prirad¡me mno�iny S1; S2; : : : ; Sr (z Hallovej vety) tak�m sp�so-bom, �e Si, (i = 1; 2; : : : ; r) sa sklad  z t�ch hodn�t j, pre ktor� aij = 1 ^ j > s. In�mi slovamiSi je mno�ina �¡sel st�pcov (vynech vame prv�ch s st�pcov), na ktor�ch prieniku s i-tym riadkomstoja jednotky.Tvrd¡me, �e mno�iny S1; S2; : : : ; Sr vyhovuj£ podmienke Hallovej vety, lebo ak by k z t�chtomno�¡n obsahovalo menej ako k (napr. v < k) prvkov, tak zodpovedaj£cich k pokr�vaj£cich riadkovby bolo mo�n� zameni� pokr�vaj£cimi st�pcami a ako v�sledok by sme dostali nov� pokrytie,obsahuj£ce menej liniek ako to predt�m. No to nie je mo�n� v d�sledku predpokladu minimalitym. Z toho vypl�va, �e mno�iny S1; S2; : : : ; Sr musia nutne sp�¤a� podmienku Hallovej vety, a pretomusia ma� r r�znych reprezentantov, t.j. tak�ch r jednotiek v prv�ch r riadkoch a v posledn�cht� s st�pcoch, �e �iadne dve z nich nele�ia na jednej a tej istej linke.Ak uva�ujeme analogicky, m��eme vybra� s jednotiek v prv�ch s st�pcoch a v posledn�ch n�rriadkoch tak�ch, �e �iadne dve z nich nele�ia na jednej a tej istej linke.T�m sme na¨li m = r + s nez visl�ch jednotiek. Maxim lny po�et M nez visl�ch jednotieknem��e by� men¨¡ ako n jden� mno�stvo m nez visl�ch jednotiek. Z toho vypl�va, �e M � ma veta je dok zan . �Ku ka�dej bin rnej matici m��eme priradi� bipartitn� graf , �o je tak� oby�ajn� graf G == (V;E), v ktorom V = V1 [ V2, V1 \ V2 = ;, V1; V2 6= ; (V1, V2 teda tvoria rozklad mno�inyV ), pri�om E � ffu; vg j u 2 V1 ^ v 2 V2g. Bin rnej matici prirad¡me bipartitn� graf na-sledovne: Za mno�inu V1 zvol¡me riadky a za mno�inu V2 st�pce matice. Mno�ina hr n budeE = ffi; jg; pre ktor� plat¡ aij = 1g. Ak uva�ujeme nez visl� jednotky v bin rnej matici, takv bipartitnom grafe im zodpovedaj£ nez visl� hrany , t.j. tak� hrany, ktor� nemaj£ spolo�n� vr-chol. Hovor¡me, �e vrchol v pokr�va hranu e, ak plat¡, �e v 2 e.V jazyku te¢rie grafov potom mo�no K�nigovu vetu sformulova� takto:Veta 2.59 (K�nigova). Minim lny po�et vrcholov, pokr�vaj£cich v¨etky hrany bipartitn�ho gra-fu, je rovn� maxim lnemu po�tu nez visl�ch hr n.In� syst�my reprezentantov mno�¡n�lohy o rozklade mno�¡n ved£ k pojmu syst�mu spolo�n�ch reprezentantov mno�¡n. Nech s£dan� dva r�zne rozklady jednej a tej istej mno�iny S na n nepr zdnych �ast¡:S = A1 [ A2 [ � � � [ An S = B1 [ B2 [ � � � [ BnAk existuje podmno�ina O mno�iny S, ktor  m  n prvkov, tak , �e jej prienik s �ubovo�noumno�inou, ktor  patr¡ k rozkladu, je nepr zdny, t.j. O \ Ai 6= ;, O \ Bi 6= ; (i = 1; 2; : : : n),tak mno�inu O naz�vame syst�mom spolo�n�ch reprezentantov dan�ch rozkladov. Pritom ka�d�z prienikov, ako vidno, sa sklad  z pr ve jedn�ho prvku. Ak sa n m podar¡ pop ri� (ak je to treba)mno�iny prv�ho a druh�ho rozkladu tak, �e zodpovedaj£ce mno�iny maj£ pr ve jeden spolo�n�prvok, tak ho m��eme poklada� aj za ich spolo�n�ho reprezentanta.�lohu o spolo�n�ch reprezentantoch mo�no ch pa� aj ¨ir¨ie v tom zmysle, �e nie je nutn�, abysa h�adali podmienky na existenciu len jedn�ho spolo�n�ho prvku. Mo�no bra� do £vahy r�zne pod-mienky na existenciu dan�ho po�tu spolo�n�ch prvkov, vopred zadan£ mno�inu spolo�n�ch prvkova podobne. Napr¡klad, ak je treba, aby ka�d� prvok si 2 S vystupoval v syst�me spolo�n�ch



Diskr�tna matematika � 33reprezentantov aspo¤ k1i-kr t a najviac k2i-kr t (0 � k1i � k2i), tak tak� syst�m naz�vame sys-t�mom ohrani�en�ho po�tu reprezentantov . Je zrejm�, �e £loha o syst�me r�znych reprezentantov,je ¨peci lnym pr¡padom takej £lohy pre k1i = 0 a k2i = 1. In� ¨peci lny pr¡pad je, ke�k1i = (1; pre i = 1; 2; : : : ; l0; pre i = l + 1; l+ 2; : : : ;m k2i = 1; pre i = 1; 2; : : : ;mNaz�va sa £loha o existencii syst�mu r�znych reprezentantov, obsahuj£ceho dan£ mno�inu margi-n lnych prvkov s1; s2; : : : ; sl.Krit�rium pre existenciu alebo neexistenciu syst�mu spolo�n�ch reprezentantov je bl¡zke kri-t�riu pre syst�m r�znych reprezentantov.Veta 2.60. Dva rozklady mno�inyS = A1 [ A2 [ � � � [ An = B1 [ B2 [ � � � [ Bnmaj£ syst�m spolo�n�ch reprezentantov pr ve vtedy, ak zjednotenie �ubovo�n�ch m z mno�¡n Aim  nepr zdny prienik s aspo¤ m mno�inami Bj , kde m = 1; 2; : : : ; n.D�kaz: Nutn  podmienka, tak, ako aj v pr¡pade syst�mu r�znych reprezentantov, je zrejm . Po-sta�uj£cu podmienku dok �eme tak, �e ju jednoducho prevedieme na vetu o syst�me r�znychreprezentantov.Skuto�ne, pre ka�d� Bi (i = 1; 2; : : : ; n) vyberieme mno�inu Si v¨etk�ch indexov j 2 K == f1; 2; : : : ; ng tak�ch, �e Aj \Bi 6= ;. Dost vame n-v�ber M = (S1; S2; : : : ; Sn) podmno�¡n mno-�iny K. PreM existuje syst�m r�znych reprezentantov (sformulovan� krit�rium existencie syst�muspolo�n�ch reprezentantov je krit�riom existencie syst�mu r�znych reprezentantov pre M). V�berr�znych reprezentantov d va pre ka�d� Bi svoje Aj , pri�om ich prienik je nepr zdny. V tomtoprieniku m��eme vybra� aspo¤ jeden prvok, spolo�n� pre Aj a Bi, t.j. ich spolo�n�ho reprezen-tanta. �Poznatky o reprezentantoch mno�¡n a o syst�moch reprezentantov nach dzaj£ v matematikemnoho rozmanit�ch aplik ci¡, napr¡klad s£ to reprezentanti tried ekvivalenci¡. Met¢da syst�movreprezentantov sa pou�¡va aj v te¢rii siet¡ pri sk£man¡ pr¡pustnosti tokov ako aj v te¢rii latinsk�ch¨tvorcov.
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