Zbierka uloh

z VYROKOVEJ LOGIKY
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UvVOD

Logika je filozoficka disciplina, ktord popisuje zakonitosti spravneho uvaZovania
a usudzovania. Je potrebnd vSade tam, kde sa potrebujeme jednoznacne vyjadrit, odvodit’
(dedukovat’) nové poznatky z uz existujacich a zdovodiiovat’ (resp. dokazovat’) svoje zavery.
Preto sa stala podkladom pre teoretické exaktné vedy, ako st matematika a informatika.
Ked’ze matematické tedrie odvodzuji svoje vety zaxidm pomocou logickych postupov
a vyuzivaju formdlny jazyk, ktoré¢ho zaklady definuje logika, mohli by sme povedat, ze
logika je nduka na rozhrani filozofie a matematiky, ¢i skor akymsi filozofickym zdkladom
matematiky. To je dovod, preco je logika uz viac vnimand ako sucast matematiky, nez
filozofie. Aj na strednych Skolach sa jej zédklady, tvorené vyrokovou logikou, vyucuji v ramci
tohto predmetu. Myslime si vSak, ze logika by nemala byt’ Studentami chapand ako obycajny
systém matematickych pouciek, vzorcov, ¢i metdd rieSenia uloh. Je to nauka popisujuca nase
myslenie, preto mnohé jej zdkony naS rozum uz poznd — pouzivame ich pri kazdodennom
uvazovani. Logika len formalizuje to, o by sme mali chipat podvedome, intuitivne. Jej
Stadium nam vSak pomoze zjasnit’ a spreciznit’ myslienkové postupy a vhodne argumentovat’.

Cielom tejto zbierky je naucit’ Citatela — prevazne stredoSkolského Studenta — zéklady
klasickej dvojhodnotovej (booleovskej) vyrokovej logiky. Ide o zbierku tloh, nie o u¢ebnicu,
pretoze sa domnievame, ze Student skutocne pochopi vyznam toho, Co si precital, az vtedy,
ked si to vyskuSa v praxi aziska dostatoéné skusenosti s rieSenim uloh z danej oblasti.
V kazdej kapitole je len tolko teoretického textu, aby boli vysvetlené¢ zdkladné poznatky
potrebné pre rieSenie uloh. Zvy$né vedomosti by mal Citatel’ ziskat' samotnym vyrieSenim
tychto tloh, pripadne prestudovanim vzorovych rieseni na konci zbierky. Ulohy teda
nahradzaju vykladovy text akymsi sokratovskym dialégom, navadzaju Citatel'a na to, aby sam
objavil vyznamné poznatky, o ktorych by sa v ucebnici len docital. Niektoré tlohy na seba
nadvézuji, preto ich odporucame riesit’ v takom poradi, v akom st uvedené. Su koncipované
tak, aby vyCerpali problematiku danej kapitoly do detailov. Preto sme presvedceni, ze po
vyrieSeni vSetkych tloh v kapitole citatel' ziska prehlad a intuitivne pochopenie tejto
problematiky.

V tejto zbierke predpokladame znalost’ urcitych matematickych pojmov. Ak by sa citatel
stretol s nezndmym pojmom, ktory nie je vysvetleny v ziadnom teoretickom texte v tejto
zbierke, odporti¢ame si pozriet’ ,,Dodatok — vlastnosti operacii a relacii nachadzajlci sa za
vzorovymi rieSeniami, kde su vysvetlené zakladne pojmy stvisiace s operadtormi a relaciami,
ktoré sa v lohach ¢asto pouzivaju.

Na konci tejto zbierky je uvedeny zoznam literatary, z ktorej zbierka vychadza po stranke
nazvoslovia a symboliky. Ulohy v zbierke st vSak origindlne, neprebraté z inych publikécii.

Na koniec tohto ivodného textu by sa autor chcel pod’akovat’ svojmu ucitelovi matematiky,
RNDr. Marianovi Mackovi, ktory na tvorbu tejto zbierky tiloh dohliadal a pripomienkoval
a korigoval jej nedostatky.



VYROK

Vyrazom nazyvame kazdu postupnost symbolov, ktord nadobuda urcitt hodnotu.
V matematike su teda vyrazy tvorené Ccislami, premennymi a operatormi, v lingvistike
pismenami. Vyrazmi st napr. ,,x + 2 (nadobida r6zne hodnoty z mnoZiny redlnych cisel,
podla dosadenia hodnoty za x), ,,Eurdépa” (nadobuda konStantnti hodnotu z mnoZiny
kontinentov).

Vyrokom v logike nazyvame kazdy vyraz, ktory popisuje stav veci, priCom vieme vzdy
jednoznacne urcit, Ci je stav veci taky, ako tvrdi, alebo nie.

Ak vyrok vyjadruje skuto¢ny stav veci, hovorime, ze plati, resp. ze je pravdivy.
V opacnom pripade hovorime, ze vyrok neplati, t.j. je nepravdivy.

Pojmy pravda a nepravda nazyvame pravdivostné hodnoty. Kazdy vyrok nadobuda prave
jednu z tychto dvoch hodnot.

Pravdivostné hodnoty pravda a nepravda budeme oznacovat ¢islami 1 a 0, v tomto poradi.

’

Ulohy:

1. O kazdom z nasledujucich vyrazov rozhodnite, ¢i je vyrokom. Ak ano, urCte aj jeho
pravdivostni hodnotu. Ak nie, vysvetlite, preco.

a) Kolko je hodin?

b) Najvyssie pohorie tejto planéty sa vola Himalaje.
¢) Nechod daleko a vrat’ sa vcas!

d) 42+47=89

e) 3x*+5x+2=0

f) Ak nebude prsat’, p6jdem na prechadzku.

g) Zajtra nebudem nic Citat’, ale pre¢itam si knihu.
h) mesto, kde byvam

VYROKOVA PREMENNA

Obsah (vyznam) vyroku nazyvame propoziciou. V logike vSak védcSinou od propozicii
vyrokov abstrahujeme a skimame len ich formu a vztahy. Aby sme mohli o vyrokoch
hovorit’” vSeobecne, pouZivame vyrokové premenné. Pod pojmom premenna rozumieme
vyraz, ktory moze nadobudat’ I'ubovolné hodnoty z urcitého vopred stanoveného oboru.
Vyrokova premenna teda moze reprezentovat’ 'ubovolny vyrok.

Vyrokové premenné budeme oznacovat’ velkymi tlacenymi pismenami: A, B, C, ...



LOGICKE SPOJKY

Logickou spojkou nazyvame kazdy operator, ktory spaja vyroky do komplexnejSich, tzv.
zloZzenych vyrokov. Vyrok, ktory neobsahuje logické spojky, a teda nepozostava z inych
vyrokov, nazyvame jednoduchy vyrok.

Pravdivostnd hodnota zloZen¢ho vyroku je funkciou pravdivostnych hodnot jeho zlozZiek;
predpis tejto funkcie zavisi od konkrétnej logickej spojky. V d’alSich kapitolach tejto zbierky
sa budeme venovat’ zdkladnym logickym spojkam.

FORMULA VYROKOVEJ LOGIKY

Vyrazy, ktoré vzniknl spojenim vyrokovych premennych logickymi operatormi, pokial’ su
spravne utvorené (unarne operatory maju jeden argument, binarne operatory, €ize logické
spojky, maju dva argumenty a tam, kde nie je jednozna¢né poradie vyhodnocovania operécii,
su tieto operacie oddelené zatvorkami) nazyvame formulami vyrokovej logiky.

Formula sama o sebe eSte nenadobuda ziadnu pravdivostni hodnotu. Nadobudne hodnotu az
po dosadeni konkrétnych vyrokov do vyrokovych premennych. Ked’ze v logike neskimame
propozicie vyrokov, jednoducho hovorime, Ze do vyrokovych premennych dosadzujeme
pravdivostné hodnoty.

Formuly budeme oznacovat’ malymi pismenami gréckej abecedy: a, B, v...

LOGICKA EKVIVALENCIA

Ak dva vyroky A, B tvrdia to isté, ateda maju v kaZdej situdcii rovnaka pravdivostnu
hodnotu, hovorime, Ze su logicky ekvivalentné a piSeme A = B.

Ak dve formuly ¢, y pri kazdom dosadeni pravdivostnych hodndt za vyrokové premenné
nadobudaju rovnakl pravdivostnii hodnotu, hovorime, Ze su logicky ekvivalentné a piSeme

¢ =y.

TABULCKOVA METODA RIESENIA ULOH

V tejto zbierke sa nachddza mnoho uloh, ktorych cielom je dokézat’ logicku ekvivalenciu
dvoch formul. Jedna z metdd, ktori odporticame pouzivat, ak neexistuje jednoduchsie
rieSenie, je zostavenie tabul'ky pravdivostnych hodnét. Ak dané formuly obsahuji spolu n
réznych premennych, tabulka bude mat’ 2" riadkov, pretoZe tolko existuje roznych dosadeni
pravdivostnych hodnét do tychto premennych. V prvych n stipcoch sa vypisu pravdivostné
hodnoty, ktoré jednotlivé premenné nadobudaji pri danych dosadeniach. Pri zlozitejSich
formulach mézeme daliie stipce vyuzit na ,medzivysledky‘ — budt obsahovat’ pravdivostné
hodnoty, ktoré pri danych dosadeniach nadobudnu ¢iastkové formuly. V poslednych dvoch
stipcoch buda uvedené pravdivostné hodnoty, ktoré nadobudnti dané dve formuly, ktorych
ekvivalenciu mame dokdzat. Ak tieto dve formuly skutocne st ekvivalentné, posledné dva
stipce sa musia zhodovat'.



NEGACIA

Negaciou vyroku A nazyvame vyrok, ktory tvrdi, Ze stav veci nie je taky, ako ho popisuje
vyrok A. Negacia vyroku teda tvrdi presny opak toho, o pdvodny vyrok. Ak je vyrok
pravdivy, jeho negicia je nepravdiva anaopak. Negaciu vyroku A oznaCujeme —A.
Operator — nazyvame negator.

Ked’ze negacia meni pravdivostnu hodnotu vyroku na opacnu, dvojitd negacia je ekvivalentna
s povodnym vyrokom: — — A = A. Tento fakt je v logike znamy ako zakon dvojitej negacie.

Vyroky A, — A maji vzdy opacné pravdivostné hodnoty. Nemdzu byt naraz pravdivé, ani
naraz nepravdivé. Navzdjom si protirecia, preto hovorime, Ze si kontradiktorické.
(po latinsky: contradictio - protirecenie)

1. Vieme, Ze plati A = —B. Plati potom aj — A = B ? Svoju odpoved’ zdovodnite.

2. Pre kazdu z nasledujucich dvojic vyrokov rozhodnite, ¢i tieto vyroky su kontradiktorické
(t.j. ¢ije jeden negaciou druhého).

a) Mam modré oci.
Mam zelené oci.
b) Zajtra zdjdem k lekarovi.
Zajtra nepOjdem nikam.
c) Stredozemné more sa nachadza medzi Eur6pou a Afrikou.
Stredozemné more sa nenachddza medzi Eurdpou a Afrikou.
d) Kazdy ¢lovek zije na Zemi.
Ziaden ¢lovek neZije na Zemi.
e) Niekto je nasim prezidentom.
Nikto nie je nasim prezidentom.
f) Najviac jedno prvocislo je parne.
Asponi dve prvocisla su parne.
g) 3>5
3<5

3. Utvorte negécie nasledujucich vyrokov. Nepouzivajte trividlne formuléacie ako napr. ,,Nie
je pravda, ze A, ale pokuste sa o stru¢nejSie vyjadrenie preformulovanim samotného
vyroku.

a) Tato budova je najvySSou stavbou v meste.

b) VIk nepatri medzi bylinozravce.

¢) Nikde v tychto novinach nevidim ten ¢lanok, ¢o som hl'adal.

d) Aspon jedno slovenské mesto ma viac ako 100 000 obyvatelov.
e) Kazdy vodi¢ si musi zapnut’ bezpecnostny pas.

) 3-7=21

g) 5<20



KONJUNKCIA

Konjunkciou dvoch vyrokov A, B nazyvame vyrok ,,A a B“. Konjunkcia je pravdiva, ak su
obe jej zlozky pravdivé. Inak je nepravdiva. Symbolicky ju zapisujeme A A B. Operator A
nazyvame konjunktor.

Tabulka zavislosti pravdivostnej hodnoty konjunkcie od pravdivostnych hodnét jej dvoch
zloziek teda vyzeré takto:

A/ B|AAB
11 1
10 0
0|1 0
00 0

tab. 1 — konjunkcia

Pre konjunkciu plati asociativny zdkon (A A B) A C = A A (B A C). To znamena, ze
konjunkciu viacerych vyrokov ...((((A A B) A C) A D) A E) A ... mézeme zatvorkovat’
I'ubovol'ne, ba dokonca ju nemusime zatvorkovat” vobec. Konjunkcia viacerych vyrokov je
pravdiva, ak su vSetky tieto vyroky pravdivé, inak je nepravdiva.

1.

O nasledujucich vyrokoch rozhodnite, ¢i st konjunkciami.
a) Jano je z Bratislavy a Fero je z KoSic.
b) Jano a Fero Studuju v Banskej Bystrici.

c) Jano a Fero sa vcera stretli.

Nech plati konjunkcia P A Q. Aké st pravdivostné hodnoty jej ¢lenov P, Q ?

. Majme konjunkciu R A S. Pravdivostni hodnotu vyroku R nepozniame. Co modzeme

povedat’ o pravdivostnej hodnote celej konjunkcie, ak...

a) ...vieme, Ze vyrok S je pravdivy?
b) ...vieme, ze vyrok S je nepravdivy?

Ak viackrat zopakujeme ten isty vyrok, zmeni sa pravdivostna hodnota toho, o sme
povedali, oproti pripadu, ked’ by sme ho vyslovili len raz? Svoju odpoved’ zdovodnite.

Vyslovili sme dva vyroky. Zmeni sa pravdivostna hodnota naSej vypovede, ak ich
povieme v opa¢nom poradi?

Zostavenim tabul'ky pravdivostnych hodnot dokazte platnost’ asociativneho zakona pre
trojClennu konjunkciu, t.j. ekvivalenciu (A A B) A C=A A (B A O).



DISJUNKCIA

Disjunkciou dvoch vyrokov A, B nazyvame vyrok ,,A alebo B*. Disjunkcia je pravdiva, ak je
asponn jeden z vyrokov, ktoré ju tvoria, pravdivy. V opacnom pripade je nepravdiva.
Disjunkciu dvoch vyrokov A, B zapisujeme A v B. Operator v nazyvame disjunktor.

Tabulka pravdivostnych hodnét disjunkcie dvoch vyrokov vyzera takto:

A|B|AVB
11 1
10 1
0|1 1
0 0

tab. 2 — disjunkcia

Podobne ako pre konjunkciu, aj pre disjunkciu plati asociativny zakon, takze viacclennu
disjunkciu mo6zeme zatvorkovat l'ubovol'nym sposobom, alebo mozeme zatvorky celkom
vynechat. ViacClennd disjunkcia je pravdivd, ak je asponl jeden zjej Clenov pravdivy
a nepravdiva len vtedy, ked’ st nepravdivé vsetky.

1.

Predstavte si, Ze cestujete ako Cierny pasazier a prichyti vas revizor. Povie vam: ,,Bud’
zaplatite pokutu, alebo pdjdete na sud!“. Jeho vyrok zjavne je disjunkciou, ale, podobne
ako mnoho inych vyrokov v beznej re€i, je mysleny inak, nez chiapeme disjunkciu
v logike. V ¢om je rozdiel?

Majme disjunkciu dvoch vyrokov P v Q, pricom pravdivostni hodnotu vyroku P
nepozname. Co vieme povedat’ o pravdivostnej hodnote celej disjunkcie, ak...

a) ...vieme, Ze vyrok Q je pravdivy?
b) ...vieme, ze vyrok Q je nepravdivy?

O disjunkcii R v S vieme, Ze je pravdiva. Co mdzeme povedat’ o pravdivostnej hodnote
vyroku R, ak

a) ...vieme, Ze vyrok S je pravdivy?
b) ...vieme, ze vyrok S je nepravdivy?

Tabulkovou metdédou dokazte, ze pre disjunkciu plati asociativny zdkon, t.j. tvrdenie
AvB)vC=Av BvO).

. Rozhodnite, ¢i...

a) ..je disjunkcia komutativna (A v B=B v A).
b) ...je disjunkcia idempotentna (A v A = A).



VZTAHY MEDZI KONJUNKCIOU A DISJUNKCIOU

Ako sme uviedli v predchédzajicich kapitolach, pri viacClennej konjunkcii, ani disjunkcii
nemusime pouzivat zatvorky, pretoze pre ne plati asociativny zdkon. AvSak v zlozenych
vyrokoch, ktoré¢ obsahuju konjunkciu aj disjunkciu, je nutné tieto dve operacie ddsledne
oddelovat’ zatvorkami, pretoze ekvivalencia A A (B v C)=(A A B) v C neplati.

Pre konjunkciu a disjunkciu plati distributivny zakon, ato dvojako — konjunkcia je
distributivna vzhl'adom na disjunkciu, aj disjunkcia je distributivna vzhl'adom na konjunkciu.

AABVO=LAAB)VAAQO
AvBAO=AVBAAYVO

Zakon absorpcie vyjadruje, ze pravdivostné hodnoty niektorych Specifickych konjunkcii
a disjunkcii nezédvisia od pravdivostnych hodnot vSetkych vyrokov, z ktorych sa skladajt.
Jeden z vyrokov, ktoré tvoria taku konjunkciu (resp. disjunkciu) sa na jej pravdivostnej
hodnote vobec nepodiel’a, je ,absorbovany*. Konkrétne:

AAAVB)=AV (AAB=A
De Morganove zakony, pomenované podla britského logika, ktory ich sformuloval, davaju
konjunkciu a disjunkciu do vzt'ahu cez negéaciu. Uvedieme ich tvar pre dvojclennu konjunkciu
a disjunkciu, ale ked’Ze tieto operdcie su komutativne a asociativne, De Morganove zakony

platia aj pre viac Clenov.
—|(A AN ]3)E —-A v —B
—|(A \V ]3)E —-A A —-B
1. Tabulkovou metédou dokazte platnost’ distributivneho zdkona.

a) Dokazte distributivnost’ konjunkcie vzhl'adom na disjunkciu.
b) Dokazte distributivnost’ disjunkcie vzhl'adom na konjunkciu.

2. Dokazte platnost’ zdkona absorbcie.

a) Dokazte tabul’kovou metodou ekvivalenciu A A (A v B) =A.
b) Pomocou distributivneho zdkona dokazte ekvivalenciu A A (A v B)=A v (A A B).

3. Dokazte platnost De Morganovych zdkonov.

a) Dokazte platnost’ zdkona pre negaciu konjunkcie.
b) Dokazte platnost’ zdkona pre negaciu disjunkcie.

4. Vyjadrite...

a) ...konjunkciu dvoch vyrokov pomocou disjunkcie a negacie.
b) ...disjunkciu dvoch vyrokov pomocou konjunkcie a negacie.



IMPLIKACIA

Implikaciou nazyvame kazdy vyrok v tvare ,,ak A, potom B.“ Vyrok A potom nazyvame
antecedentom a vyrok B konzekventom tejto implikdcie. Implikacia hovori, Ze ak plati
antecedent, tak plati aj konzekvent. Preto ak je antecedent aj konzekvent pravdivy, aj cela
implikéacia je pravdivd. Ak je antecedent pravdivy a konzekvent nepravdivy, implikdcia je
nepravdiva. Implikacia ni¢ nehovori o situdcii, ked’ je antecedent nepravdivy — v takom
pripade ju teda povazujeme za pravdivu bez ohl'adu na pravdivostni hodnotu konzekventa.
Implikaciu, ktorej antecedentom je A a konzekventom je B, zapisujeme A = B. Operator =
nazyvame implikator.

Tabul’ka pravdivostnych hodndt implikacie vyzera takto:

A|B|A=B
111 1
1,0 0
0|1 1
00 1

tab. 3 — implikacia

Vymenu antecedenta akonzekventa nazyvame obratenim implikdcie, tj. B = Aje
obratena implikdcia k A = B. Vymenu ¢lenov implikacie aich negovanie nazyvame
obmenenim implikacie, tj. =B = —A je obmenena implikicia k A = B. Kym medzi
povodnou a obratenou implikaciou nie je ziaden vyznamny vztah (tzn. Ze implikéacia nie je
komutativna), obmenena implikacia je s povodnou ekvivalentnd: (A = B) =(—B = —A).

’

Ulohy:
1. Len s pouzitim konjunkcie, disjunkcie a negécie vyjadrite:

a) Implikéciu.
b) Negaciu implikacie.

2. Dokazte, ze obmenena implikécia je ekvivalentna s povodnou.
3. Nech plati implikacia P = Q. Co moZeme povedat’ o pravdivostnej hodnote...
a) ...vyroku Q, ak plati P?
b) ...vyroku Q, ak neplati P?
c) ...vyroku P, ak plati Q?
d) ...vyroku P, ak neplati Q?
4. Aka je pravdivostnd hodnota vyroku A, ak platia nasledujuce implikécie?
a) A= A

C) —A = A



10.

11.

12.

Co mdzeme povedat’ o pravdivostnej hodnote implikacie R = S, ak vieme, Ze...

a) ...plati R?
b) ...neplati R?
c) ..plati S?

d) ...neplati S?
Rozhodnite, ¢1 je implikécia...

a) ..asociativna ((A => B) = C=A= B = ()).
b) ...distributivna vzhladomnaseba(A = (B = CO)=(A= B) = (A = (O)).

Dokazte, ze implikacia je distributivna vzhl'adom na...

a) ..konjunkciu (A => BACO=A=B A A=C0))
b) ..disjunkciu(A = Bv CO)=(A=B)v (A= Q)

Rozhodnite, ¢i je...

a) ...konjunkcia distributivna vzhl'adom na implikaciu.
b) ...disjunkcia distributivna vzhladom na implikaciu.

Majme vyrok v tvare ,,Ak A, tak ak B, tak C.“ Zmeni sa jeho vyznam, ak zamenime
poradie podmienok A a B?

Preformulujte vyrok zpredchadzajucej Glohy na vyrok snim ekvivalentny tak, aby
obsahoval len jednu implikaciu.

Dokazte nasledujuce ekvivalencie:

a) AAB)=>C=A=>C)v(B=0O
b) AvB)=>C=(A=>0O A B=0

Preformulujte konjunkciu (A = C) A (A = D) A (B = C) A (B = D) na implikéaciu
tak, aby sa nezmenil vyznam vyroku.
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MATERIALNA EKVIVALENCIA

Materialnou ekvivalenciou dvoch vyrokov A, B nazyvame vyrok v tvare ,,A prave vtedy,
ked B.“ Na rozdiel od logickej ekvivalencie, ktord vyjadruje, Ze dva vyroky maja vzdy, za
kazdého stavu veci rovnakl pravdivostni hodnotu, lebo tvrdia to isté, materidlna ekvivalencia
vyjadruje, ze dva vyroky maju rovnaka pravdivostni hodnotu za daného stavu veci.
Materidlna ekvivalencia nesleduje Strukturu tychto vyrokov, len ich pravdivostnii hodnotu.
Materidlna ekvivalencia dvoch vyrokov je teda pravdiva, ak su oba tieto vyroky pravdive,
alebo st oba nepravdivé. V opacnom pripade je nepravdiva. Ak st dva vyroky logicky
ekvivalentné, su aj materidlne ekvivalentné. Nemusi to vSak platit naopak. Materidlnu
ekvivalenciu dvoch vyrokov A, B zapisujeme A < B. Operator < nazyvame ekvivalentor.
Pokial’ bude z kontextu zrejmé, ze sa nehovori o logickej ekvivalencii, d’alej uz budeme
namiesto ,,materidlna ekvivalencia® pisat’ len ,,ekvivalencia.*

Tabul’ka pravdivostnych hodnot ekvivalencie vyzera takto:

A|B| A< B
11 1
10 0
0|1 0
00 1

tab. 4 — ekvivalencia

Ako napoveda aj symbol pre ekvivalentor, ekvivalencia je v logike chapana ako obojsmerna
implikécia, pretoZe platiA << B=(A = B) A (B = A).

1. Dokazte, ZzeplatiA < B=(A = B) A (B = A).
2. Rozhodnite, ¢i je ekvivalencia komutativna.
3. Rozhodnite, 1 je ekvivalencia reflexivna.
4. Vyjadrite ekvivalenciu ako...
a) ...konjunkciu disjunkcii
b) ...disjunkciu konjunkcii
c) ..mplikdciu
5. Vyjadrite negaciu ekvivalencie ako...
a) ...konjunkciu disjunkcii

b) ...disjunkciu konjunkcii
¢) ..mplikdciu
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6.

10.

11.

12.

Rozhodnite, ¢i je ekvivalencia distributivna vzhl'adom na...

a) ...konjunkciu.

b) ...disjunkciu.

¢) ..mplikaciu.

d) ...seba.

Rozhodnite, ¢i...

a) ...je konjunkcia distributivna vzhl'adom na ekvivalenciu.
b) ...je disjunkcia distributivna vzh'adom na ekvivalenciu.

c) ...je implikacia distributivna vzhladom na ekvivalenciu.

Aky je vztah medzi pravdivostnymi hodnotami vyroku A a ekvivalencie A < B, ak...

a) ...je vyrok B pravdivy?
b) ...je vyrok B nepravdivy?

Dokazte, ze ekvivalencia je asociativna.

Zistite, ako zavisi pravdivostna hodnota viac¢lennej ekvivalencie od pravdivostnych
hodndt jej ¢lenov.

Majme viacClennu ekvivalenciu (s 'ubovol'nym poctom ¢lenov). Ako bude vyzerat’ jej
tabul’ka pravdivostnych hodnot?

Majme formulu —(A < B), ¢ize negaciu ekvivalencie A < B. Ako sa zmeni vyznam
tejto formuly, ak v jej zdpise odoberieme zatvorky?
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TAUTOLOGIA

Tautolégiou nazyvame kazdu formulu, ktora je pravdiva pri lubovolnom dosadeni
pravdivostnych hodnot za premenné. VSimnime si, ze vSetky logické ekvivalencie, ktoré sme
doposial’ dokazovali, sa stani tautologiami, ak v nich logickll ekvivalenciu vymenime za
materidlnu. Preto sa pojmy logickd ekvivalencia a materidlna ekvivalencia vacSinou
nerozliSuju, respektive sa 'ubovolne zamienaji a hovori sa jednoducho ,.ekvivalencia®. Ak
logické zékony, ktoré maju formu logickej ekvivalencie upravime na formuly vymenou
logickej ekvivalencie za materidlnu, moéZzeme povedat, Ze vSetky logické zdkony su
tautologiami. Azda najjednoduchsou tautoldogiou je zakon vylicenia tretieho, nazyvany tiez
»tretie nie je dané* (z latinského pomenovania ,,tertium non datur), symbolicky zapisany
A v —A. Tento zakon vyjadruje zdkladny princip klasickej logiky — kazdy vyrok je bud’
pravdivy, alebo je pravdiva jeho negacia, a Ziaden iny pripad nemoZze nastat’.

V dalsich tlohach budeme vo formulach popri premennych pouzivat’ aj konstantu 1 (pravda),
ktora reprezentuje konStantne pravdivu formulu, ¢ize 'ubovol'na tautologiu.

’

Ulohy:

1. O nasledujucich formulach rozhodnite, ¢1 st tautologiami.

a) Av(-AAB)Vv - (Av B)

b) PAQV(=PAQV (=PAr-Q)

) Q=10Q

d) Xv i Y AZDvVv(=YADYV (XA D
e) —A & A

) —(A = -A)

g Jv(JIAKVL)V -(K=1L)

h) C=D)v (D=0

) XvXey)

1)) AvBv (A< B)

KONTRADIKCIA A SPLNITEENOST

Kontradikciou (protire¢enim) nazyvame kazda vyrokovu formulu, ktora je nepravdiva pri
I'ubovol'nom dosadeni pravdivostnych hodnét za premenné. Bez ohl'adu na to, aké vyroky
dosadime za vyrokové premenné do takejto formuly, propozicia vzniknutého vyroku nebude
moct’ byt’ splnend — preto tiez hovorime, ze takato formula je nesplnitel’na. Naopak,

o formule, ktoré je pravdiva pri aspon jednom dosadeni pravdivostnych hodnot za premenné,
hovorime, ze je splniteP’na. Kazda tautoldgia je teda tieZ splniteI'nou formulou.

Asi najjednoduch$ou kontradikciou je formula A A — A. To, Ze tato formula je pri kazdom
dosadeni nepravdiva vyjadruje aj zakon sporu, ktory ma tvar —(A A — A). Zakon sporu
vyjadruje jeden zo zdkladnych principov klasickej logiky, a to, Ze nemdze naraz platit’ vyrok
aj jeho negacia.

V dalsich tlohach budeme pouzivat’ aj konstantu 0 (nepravda), ktora reprezentuje konsStantne
nepravdiva formulu, ¢ize l'ubovol'nu kontradikciu.

13



Ulohy:
1. Vysvetlite, preco...

a) ...negaciou kazdej tautologie je kontradikcia.
b) ...negaciou kazdej netautologickej splnitel'nej formuly je tiez netautologicka splnitel'na
formula.

2. O kazdej z tychto formtl rozhodnite, ¢i je splnitel'na:

a) (Av B) A (—-A v B)

b) (Av B) A (-A v —B)

) (" PvQA(=QV RRA(=-RV —-P)A P
d XeVY)e Xe 1Y)

) (A= —A) A (A= A)

g) (A= —-B) A (-A = B)

NORMALNE TVARY

Aplikovanim r6znych pravidiel, ako su napr. De Morganove zakony, ¢i distributivny zakon,
sa da kazda formula upravovat’ na iné, s povodnou ekvivalentné formuly. Preto aj dve
ekvivalentné¢ formuly mézu mat’ celkom iny zapis. Je teda uzito¢né zaviest urcité tzv.
normalne tvary, na ktoré sa da kazda formula upravit. Uprava dvoch formul na ten isty
normalny tvar ndm napriklad ¢asto umozni uz zo zapisu vycitat’, ¢i su ekvivalentné, alebo nie.

Hovorime, Ze formula je v konjunktivhom normalnom tvare prave vtedy, ak je
konjunkciou, ktorej kazdym ¢lenom je disjunkcia a ¢lenmi kazdej z tychto disjunkcii su len
vyrokové premenné a ich negacie. VSimnite si, Ze kazdii premennii méZeme povazovat’ aj za
jednoclennt konjunkciu, resp. disjunkciu, preto aj formuly A A B, A su v konjunktivhom
normalnom tvare.

Hovorime, ze formula je v disjunktivhom normalnom tvare prave vtedy, ak je disjunkciou,
ktorej kazdym cClenom je konjunkcia pozostavajica len z vyrokovych premennych aich
negacii.

Hovorime, ze formula je v negaénom normalnom tvare prave vtedy, ked’ neobsahuje iné
operatory ako konjunktor, disjunktor anegator a operandom kazdého negatora je len
vyrokova premenna, a nie ind operacia.

Kazd4d formula je ekvivalentnd snejakymi formulami v konjunktivnom, disjunktivhom

a nega¢nom normalnom tvare (teda sa na ne da ekvivalentnymi Gpravami previest’). Formula
mdze byt’ naraz vo viacerych normalnych tvaroch, a tiez nemusi byt’ v ziadnom z nich.
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1. O kazdej z nasledujucich formul urcte, v akych je normélnych tvaroch.

a) A

b) —-A v —B

c) AAB v (CAD)
d) (AAB)v =(C A D)
e) " A=>B < O

2. Ak je formula ¢ v konjunktivhom, alebo disjunktivnom normélnom tvare, tak je aj
v nega¢nom normalnom tvare. Vysvetlite, preco.

3. Upravte nasledujice formuly na konjunktivny normalny tvar.

a) A=>B)AA= 0
b) A= B v C)

d A< B

f) Pv(QAR)

g PAQ v RAS)

h)y (PAQ) = (RAS)
) XV =Y)AZ)

4. Upravte nasledujice formuly na disjunktivny normalny tvar.

a) A= B

b) (A= B)= (C= D)
d A< B

fy PA(QVR)

g PvQArRYVS)

hy Pv Q) = [RvVS)

) ~(XAY)v =Z)

5. Upravte nasledujiice formuly na negaény normalny tvar.

a) —(A A B)

b) A= B

d P Q

e) (=P < Q)
) ==(=XAY)
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VYPLYVANIE A USUDOK

Hovorime, Ze formula y vyplyva z formal ¢, @2, ..., @n prave vtedy, ked’ pri kazdom
dosadeni pravdivostnych hodnét, pri ktorom sa z formul @4, @2, ..., @, stanll pravdivé vyroky,
sa aj z y stane pravdivy vyrok. Inak povedané, formula y vyplyva z formal @1, @2, ..., @n
prave vtedy, ked’ formula (¢1 A @2 A ... A @) = WY je tautologia.

To, Ze formula y vyplyva z formul @1, @2, ..., @n, Zapisujeme v tvare @13 @23 ...; @n = .

Usudkovou formou nazyvame kazdu funkciu z nejakej mnoziny formal {@y, @2, ..., ¢n} na
nejaka formulu y. Formuly @4, @2, ..., ®» potom nazyvame jej premisami a formulu v
zaverom. InStancie usudkovej formy, ktoré vznikni dosadenim konkrétnych vyrokov do
vyrokovych premennych, nazyvame disudkami.

Usudkové formy a usudky budeme zapisovat’ ako postupnosti premis a zaveru pod seba, kde
zéver bude oddeleny vodorovnou ¢iarou.

O tsudkovej forme hovorime, ze je pravidlom spravneho usudzovania prave vtedy, ak jej
zaver vyplyva z premis.

1. O nasledujucich uwsudkovych forméach rozhodnite, ¢i si pravidlami spravneho
usudzovania.

a) A= B

b) A= B

> P
>
=

d)

>
<
w

2. Okazdom z nasledujicich usudkov zistite, podla akej usudkovej formy bol utvoreny
a rozhodnite, ¢i tato isudkova forma je pravidlom spravneho usudzovania.

a) Ak sa mi bude tato skladba pacit’, kipim si aj album.
Ak si kapim album, cely si ho vypocujem.
Ak sa mi bude tato skladba pacit’, vypocujem si cely album.
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b)

d)

2

h)

Ak je sedem racionalne ¢islo, tak je aj realne Cislo.
Sedem nie je realne ¢islo.
Sedem nie je racionélne ¢islo.

Na ranajky zjem chlieb, alebo ovocie.
Zjem chlieb.
Nezjem ovocie.

Na ranajky zjem chlieb, alebo ovocie.
Nezjem chlieb.
Zjem ovocie.

Ak si kiipim letenku, budem moct’ letiet’ do zahranicia.
Ak dostanem viza, budem moct’ letiet’ do zahranicia.
Kupim si letenku.

Dostanem viza.

P6jdem pesi.
P6jdem pesi, alebo pdjdem pesi a potom autobusom.

Nebo je modré.
Nebo nie je modré.
Ruze su Cervené.

P6jdem do divadla.
P6jdem do kina, alebo nepdjdem do kina.
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RIESENIA ULOH

VYROK

1.

a)
b)

©)
d)

e)

2

h)

Opytovacia veta sa na stav veci pyta, nepopisuje ho. Teda nie je vyrokom.

Téato veta je vyrokom. Je pravdiva pre Cloveka, ktory sa nachddza na Zemi, nepravdiva
pre Cloveka, ktory ju vyslovuje na inej planéte.

Podobne ako opytovacie, ani rozkazovacie vety nepopisuju stav veci a nie su vyrokmi.
Nielen gramatické vety mézu byt vyrokmi. Uvedena rovnost’ vyjadruje z matematiky
znamu skutocnost’, teda je to pravdivy vyrok.

Rovnica by mohla byt pravdivym aj nepravdivym vyrokom, podl'a toho, aké Cislo by
sme dosadili za premennu x. AvSak bez dosadenia hodnoty za premenni nevieme
urcit’ platnost, €1 neplatnost’ rovnosti. Teda nejde o vyrok.

Toto suvetie nevyjadruje stav veci priamo, ale v zavislosti od nejakej podmienky.
Stale vSak vieme urcit’ jeho pravdivostni hodnotu podla pravdivostnych hodnét jeho
dvoch zloziek, preto aj tu ide o vyrok.

Hoci si samo protireci, aj toto suvetie je vyrokom. Protirecenie vSak spdsobuje, ze
nikdy nenastane taky stav veci, aky vyrok popisuje, ateda ide o vyrok vzdy
nepravdivy.

Tento vyraz nadobuda r6znu hodnotu podla toho, kto ho vyslovi. Jeho hodnotou je
vSak vzdy nejaké mesto, nie pravdivostna hodnota, preto to nie je vyrok.

NEGACIA

1.

Ak je vyrok A negéciou vyroku B, znamend to, Ze vyroky A a B tvrdia presny opak. To
vSak znamena aj to, ze vyrok B je negaciou vyroku A, teda uvedené tvrdenie plati.
PreciznejSie zdovodnenie by mohlo vyzerat’ takto: Ak A je ekvivalentné s — B, potom
musia byt ekvivalentné aj ich negacie, teda —A = — —B. Zo zdkona dvojitej negacie
vSak vieme, ze plati — —B =B, takze — A = B.

a)

2

a)
b)

c)

Tieto dva vyroky sice nemdzu byt naraz pravdive, ale mézu byt naraz nepravdivé,
a to napriklad vtedy, ked madm hnedé oci. Preto nie su kontradiktorické. O takejto
dvojici vyrokov hovorime, Ze st kontrarne.

Podobne ako v predchadzajicom pripade, aj tu ide len o kontrdrne vyroky, pretoze
ziaden z nich nezahffia moZnost’, Ze by som iSiel niekam inam, ako k lekérovi.
Uvedené vyroky tvrdia presny opak, a teda su kontradiktorické.

V tomto pripade nie je nikde zahrnuty pripad, ze by niektori l'udia zili na Zemi
a niektori nie. Opét’ teda ide len o kontrarne vyroky.

Téato dvojica vyrokov je kontradiktoricka.

Ked’ze medzi ¢islami 1 a 2 nie si iné prirodzené Cisla, tieto dva vyroky sa tplne
vylucuju, a teda st kontradiktorickeé.

Dané dve nerovnosti nie st kontradiktorické. Opacny operator k > je totiz <, opacny
operator k < je >.

Pridame k slovesu Casticu ,nie‘. Tato budova nie je najvyssou stavbou v meste.
Odstranime zo slovesa predponu zaporu ,ne‘. Vik patri medzi bylinozravce.

Tu musime okrem odstranenia predpony ,ne‘ navySe vymenit zameno ,nikde‘ za
,niekde‘. Niekde v tychto novinach vidim ten clanok, co som hladal.
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d) K ,asponi jedno‘ mdézeme urobit’ negaciu v tvare ,najviac nula‘, ¢o vieme vyjadrit
elegantnej$ie zamenom ,Ziadne‘. Ziadne slovenské mesto nemd viac ako 100 000
obyvatelov.

e) Ak nie je pravda, Ze nieco plati pre kazdého, znamena to, Ze to pre niekoho neplati.
Preto vymenime spojenie ,kazdy vodic‘ za ,niektori vodici‘ a nahradime sloveso jeho
antonymom. Niektori vodici si nemusia zapnut’ bezpecnostny pas.

f) Negaciou rovnosti je nerovnost’. 3 - 7 # 21.

g) Ak 5 nie je menSie, ani rovné 20, potom musi byt’ viacsie. 5 > 20.

KONJUNKCIA

1.

a) Tento vyrok sa sklada z dvoch vyrokov spojenych spojkou ,a‘, teda je konjunkciou.

b) Ajked na prvy pohl'ad tu spojka ,a‘ nespéja dva vyroky, ide len o strucnejSie, v beznej
rei pouzivanejSie vyjadrenie konjunkcie ,,Jano Studuje v Banskej Bystrici a Fero
Studuje v Banskej Bystrici.*

c) Hoci sa tento vyrok podobda na vyrok b), nedavalo by zmysel, keby sme ho
preformulovali na ,,Jano sa vCera stretol a Fero sa vCera stretol. Preto tento vyrok nie
je konjunkciou.

Aby bola konjunkcia pravdivd, musia byt pravdivé oba jej ¢leny. Preto vyroky P, Q su
urcite pravdivé.

a) Ak je R pravdivy, potom su pravdivé oba vyroky a teda aj celd konjunkcia. Ak je R
nepravdivy, potom konjunkcia nemodze byt pravdiv4, ateda je nepravdiva. Preto
pravdivostna hodnota celej konjunkcie je rovna pravdivostnej hodnote vyroku R.

b) Kedze S je nepravdivy, uz nemozu byt obe zlozky konjunkcie pravdivé, a preto je
cela konjunkcia nepravdiva.

Pravdivostnd hodnota vyroku A A A A A A ..., t.j. vypovede, kde vyrok A zopakujeme
niekol'kokrat, je rovnaka, ako pravdivostna hodnota vyroku A. Zdovodnenie: Ak A je
pravdivy, celd konjunkcia sa sklada z pravdivych vyrokov a je pravdiva. Naopak, ak A je
nepravdivy, konjunkcia sa skladd zo samych nepravdivych vyrokov aje teda tiez
nepravdiva. Ked’ze plati A A A = A hovorime, ze konjunkcia je idempotentna.

. Nezmeni, pretoze pre konjunkciu plati komutativny zakon, t.j. A A B=B A A. Lahko sa

to da zdovodnit’ pohl'adom na tabulku a zistenim, Ze v druhom a tretom riadku, t.j. v tych
riadkoch, kde su pravdivostné hodnoty A, B navzajom vymenené, ma konjunkcia rovnaku
pravdivostni hodnotu.

O O | =P
O | = O =|=
ol =|>
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A|B|C|AAB|BAC|AABAC | (AAB)AC
11111 1 1 1 1
11110 1 0 0 0
11011 0 0 0 0
1100 0 0 0 0
0|11 0 1 0 0
0(1]0 0 0 0 0
0(0]|1 0 0 0 0
0/(0|0 0 0 0 0

DISJUNKCIA

1.

Disjunkcia dvoch vyrokov je pravdiva aj v pripade, ked’ st oba pravdivé. AvSak revizor
chce povedat, Ze bud’ zaplatite pokutu, alebo pdjdete na std, ale urcite nie oboje.

a)
b)

b)

b)

Aby bola disjunkcia pravdiva, musi byt aspon jeden vyrok pravdivy. Ak je teda Q
pravdivy, celéd disjunkcia bude pravdiva bez ohl'adu na vyrok P.

Ak je vyrok P pravdivy, bude aj celd disjunkcia pravdiva. Ak je P nepravdivy, potom
su nepravdivé obe zlozky disjunkcie ateda aj samotna disjunkcia je nepravdiva.
Pravdivostnd hodnota disjunkcie je preto v tomto pripade rovna pravdivostnej hodnote
vyroku P.

Pravdivost’ disjunkcie R v S je zabezpecena pravdivostou vyroku S. O pravdivostnej
hodnote vyroku R teda nevieme vdobec ni¢; moze byt rovnako dobre pravdivy ako
nepravdivy.

Aby bola disjunkcia pravdivd, musi byt pravdivd aspon jedna z jej zloziek. Ak je
vyrok S nepravdivy, vyrok R musi byt’ pravdivy.

A|B|C|AvVB|BVC|AvBv(0O | AvBVvC
11111 1 1 1 1
11110 1 1 1 1
1,101 1 1 1 1
1100 1 0 1 1
0|11 1 1 1 1
0(1]0 1 1 1 1
0(0]|1 0 1 1 1
0/0|0 0 0 0 0

Disjunkcia je komutativna. Z druhého a treticho riadka jej tabulky pravdivostnych
hodnét vidime, ze ak vymenime pravdivostné hodnoty jej zloziek, hodnota celej
disjunkcie zostane rovnaka.

Disjunkcia je idempotentnd. Podobne ako v predchadzajicom pripade, staci sa ndm
pozriet’ do tabulky. V prvom riadku, kde su oba jej operandy pravdivé, je aj celd
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disjunkcia pravdiva. V poslednom riadku, kde st oba jej operandy nepravdivé, je cela
disjunkcia nepravdiva. Disjunkcia zloZzend z dvoch rovnakych vyrokov ma teda vzdy
rovnaku pravdivostni hodnotu ako tieto vyroky.

A|B|AVB
11 1
10 1
0|1 1
00 0

VZTAHY MEDZI KONJUNKCIOU A DISJUNKCIOU

1. a)
A|B|C|IBVCIAAB|AAC|AABVO |[(AAB)V (AAO
11111 1 1 1 1 1
1/11]0 1 1 0 1 1
11011 1 0 1 1 1
1/01]0 0 0 0 0 0
0|11 1 0 0 0 0
0|10 1 0 0 0 0
0|01 1 0 0 0 0
0/(0|0 0 0 0 0 0
b)
A|B|C|BAC|IAVB|AVC|AVvBAO |[(AvB)AAYVO
11111 1 1 1 1 1
1/11]0 0 1 1 1 1
11011 0 1 1 1 1
11010 0 1 1 1 1
0|11 1 1 1 1 1
0|10 0 1 0 0 0
0|01 0 0 1 0 0
0/0|0 0 0 0 0 0
2. a)
AvB| AA(AvVv B)

o=k
O =O=|w
O]
(=N =]

o=k
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b) Vdaka distributivnemu zakonu vieme, Ze A A (A v B)=(A A A) v (A A B). Dalej
vyuZzijeme z predchadzajucich Gloh zndmu vlastnost’ konjunkcie, idempotenciu. Tak
mézeme eliminovat’ prvi konjunkciu: (A A A) v (A A B)=A v (A A B).
Spojenim tychto dvoch ekvivalencii dostdivame A A (A v B)=A v (A A B), o sme
chceli dokazat’.

3. a)
A|B|-A|-B|AAB| —(AAB) | —Av =B
111 0 0 1 0 0
110 O 1 0 1 1
0|1 1 0 0 1 1
0(0]| 1 1 0 1 1
b)
A|B|—-A|—-B|AvVvB —(A v B) —-A A —-B
111 0 0 1 0 0
110 O 1 1 0 0
0|1 1 0 1 0 0
0(0]| 1 1 0 1 1

4. a) Podl'a De Morganovych zakonov plati —(A v B) = =A A —B. Ak za A dosadime
—A aza B dosadime —B, dostaneme —(—A v —B) = ——A A ——=B. Tuto
ekvivalenciu odstranenim dvojitych negacii upravime na A A B= —(—=A v —B).

b) Podobnym postupom ako v a) ziskame A v B=—-(—A A —B).

n >

IMPLIKACIA

1. a) Podla tabulky je implikdcia nepravdiva len vtedy, ak plati antecedent a neplati
konzekvent. Mézeme ju teda vyjadrit’ ako ,,nie je pravda, Ze plati antecedent a neplati
konzekvent®, symbolicky zapisané —(A A —B). PouZitim De Morganovych zdkonov
dostavame disjunkciu —A v B.

b) Z predchadzajicej tlohy vieme, Ze implikdciu A = B moZno vyjadrit’ v tvare
—(A A —B). Negaciu implikacie teda ziskame aplikdciou zadkona dvojitej negécie:
A AN —B.

2. A=>B=—-AvB=Bv -A=—-—-Bv —A= —|(—|B) v A= B = —A.
Vyuzili sme vyjadrenie implikacie z ulohy 1 a), komutativnost’ disjunkcie a zakon dvojite;j
negéacie.

3. a) Akplati P aj P = Q, musi platit’ aj Q (vidime to v prvom riadku tabul’ky). Preto ak
plati P = Q, hovorime tiez, Ze P je postacujicou podmienkou pre Q.
b) Antecedent neplati, preto konzekvent moze mat’ 'ubovol'nt pravdivostna hodnotu.
c) Konzekvent plati, teda antecedent méZe mat’ l'ubovol'ni pravdivostni hodnotu.
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d)

o
=

Ak plati implikacia, ale neplati konzekvent, nemo6Ze platit' ani antecedent (podla
Stvrtého riadku tabulky). Ak plati P = Q, potom P méze platit’ len vtedy, ked’ plati aj
Q. V tomto pripade hovorime, Ze Q je nutnou podmienkou pre P.

Ak je antecedent ekvivalentny s konzekventom, a teda maji aj rovnaké pravdivostné
hodnoty, implikécia je urcite pravdiva (prvy a Stvrty riadok tabul’ky).

Tato implikaciu mézeme precitat’ ,,Ak by aj platilo A, aj tak plati —A.* Tak ¢i tak
musi platit — A, t.J. vyrok A musi byt nepravdivy. Dokonca tu plati ekvivalencia
A= A= —A.

Analogicky ako v predchadzajucej ulohe, plati —A = A = A. Vyrok A je teda
pravdivy.

Ak plati R a plati S, plati aj R = S. Ak plati R a neplati S, neplati ani R = S. Preto
v tomto pripade je pravdivostna hodnota celej implikacie rovnakéd ako pravdivostna
hodnota vyroku S.

Ked’ze neplati antecedent, implikacia je urcite pravdiva.

Plati konzekvent, preto implikacia je pravdiva.

Ak neplati S a plati R, neplati R = S. Ak neplati S a neplati R, plati R = S. V tomto
pripade je teda pravdivostna hodnota celej implikacie opacnd ako pravdivostna
hodnota vyroku R.

Implikéacia nie je asociativna, t.j. formuly (A = B) = Ca A = (B = C) nie su
ekvivalentné. Rovnakt pravdivostnu hodnotu nenadobtudaju napriklad vtedy, ked’ su
vSetky tri vyroky A, B, C nepravdivé. V tomto pripade je totiz prvy vyrok nepravdivy
a druhy pravdivy.

A|B|C|A=>B|B=C|(A=B)=C|A=B=0
0/0|0 1 1 0 1

Zostavime tabulku pravdivostnych hodnot:

A

=

A

a

B=>C/[A=B=C)J[(A=B) = (A= ()

1 1 1

== ==-1E I e

olo|a|a|o|o|a|a|w
Ol=O=lOo=o=10
_\_\_\_\oo_\_\U
_\_\_\_\o_\o_\U

Y PN F. Y N N .Y
Y EEY Y Y R Y )
Y EEY Y Y R Y )

. a)

b)

Vyuzijeme vyjadrenie implikdcie pomocou disjunkcie a distributivnost’ disjunkcie
vzhl'adom na konjunkciu: A = (B A €)= A v B A C) =(—-A v B) A
A=AV O=A=B)AA=O0).

V dokaze vyuzijeme vyjadrenie implikacie pomocou disjunkcie a komutativnost,
asociativnost’ a idempotenciu disjunkcie. A = (B v C)= A v Bv )= -A v
vBv(CvCO=(—-AVvBV(-AVO=A=>B)VvA=O0
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8.

a) Konjunkcia nie je distributivna vzhl'adom na implikaciu, teda neplati ekvivalencia
medzi formulami A A (B = C)a (A A B) = (A A C). Ak totiz neplati vyrok A,
neplati konjunkcia A A (B = C), lebo A je jednym zjej Clenov. AvSak plati
implikacia (A A B) = (A A C©), lebo jej antecedent je nepravdivy, ked’ze aj ten tvori
konjunkcia, ktorej jednym ¢lenom je A.

A|B|C|B=>C|AAB|AAC|AAB=>0C| AAB) = (AAC
0|0 1 0 0 0 1

-_—

b) Disjunkcia je distributivna vzh'adom na implikaciu. Na dokaz pouzijeme tabulku:

>

B=C| A

=

A

a

AvB=0C| AvB) = AV O

1 1 1

OO0 ==|=
O|l=O=lo=o =10

OO =mmaaalalk
O=O=m|maalall

olo|lolo=alala
Y PN F. Y N Y Y
= O == -
Y P V. YR BN N NN

10.

11.

12.

Nezmeni, t.j. plati A = (B = C) =B = (A = (). V dokaze vyuZijeme vyjadrenie
implikacie pomocou disjunkcie a komutativnost’ a asociativnost’ disjunkcie.
AZ(B:C)EAZ(—!BVC)E—|AV(—|BVC)E—|AV —B v C =
=B v —|AVCE—|BV(—|AVC)E—|BV(A3C)EB3(A3C)

Vyrok ,,Ak A, tak ak B, tak C.*“ m6zeme preformulovat’ tak, Ze podmienky A a B dame do
konjunkcie: ,,Ak A aB, tak C.“ Tieto dva vyroky skutocne su ekvivalentné. Ddkaz:
A=>B=0C=-Av -BvC=—-(AAB)Vv C=(A A B)= C. Vyuzili sme Cast’
dokazu z predchadzajicej ulohy a De Morganov zédkon pre negaciu konjunkcie.

a) V dokaze vyuzijeme vyjadrenie implikacie pomocou disjunkcie, De Morganov zdkon
pre negaciu konjunkcie, komutativnost’, asociativnost’ a idempotenciu disjunkcie.
AAB)=C=-AAB)vC=-AVv - BvC=—-Av -Bv (CvVv O)=
=E(AVOV((BVvO=A=>0v (B= 0.

b) V tomto dokaze vyuzijeme vyjadrenie implikdcie pomocou disjunkcie, De Morganov
zakon pre negiciu disjunkcie a distributivnost’ disjunkcie vzhl'adom na konjunkciu.
AvB)=C=-AvBVvVvVC=(-AA B VvC=(-AVvOA(-BVvO=
A=>0Ar@B=O0.

Spojenim poznatkov zloh 7 a 11 dostaivame (A = C) A (A = D) A B = C) A
AB=D=A=>CAD)AB=(CAD)Y=AvVB)= (CAD).
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MATERIALNA EKVIVALENCIA

1.

A|B[A=>B[B=>A[(A=>B)A(B=>A)|A=B
111 1 1 1 1
110 0 1 0 0
0|1 1 0 0 0
0|0 1 1 1 1

2. Ekvivalencia je komutativna, pretoze v druhom a tretom riadku jej tabulky, teda v tych

riadkoch, kde st hodnoty jej ¢lenov navzdjom vymenené, ma rovnaku pravdivostna
hodnotu.

A|B| A< B
11 1
10 0
0|1 0
00 1

. Ekvivalencia je reflexivna, pretoze v prvom a druhom riadku tabulky, teda v tych

riadkoch, kde st hodnoty jej dvoch ¢lenov rovnaké, nadobuda pravdivostnua hodnotu 1.

a)

b)

c)

Do vyjadrenia ekvivalencie pomocou konjunkcie implikacii dosadime vyjadrenie
implikacie pomocou disjunkcie: A <& B=(A = B) A B = A =(—-A Vv B) A
A (=B v A).

Ekvivalencia je pravdiva, ak su oba jej ¢leny pravdivé, alebo oba nepravdivé. Inak je
nepravdiva. Preto A < B=(A A B) v (-A A = B).

Vyuzijeme predchadzajucu tlohu, kde sme vyjadrili ekvivalenciu ako disjunkciu.
Disjunkciu jednoducho upravime na implikaciu. A < B=(A A B) v (=A A =B)
=(—-AA-B)VAAB==(—-AA-B)=>AAB)=AVB)=(AAB)

Ekvivalencia je nepravdiva, ak je jeden z jej Clenov a pravdivy a druhy nepravdivy.
Preto jej negiciu modZeme vyjadrit ako konjunkciu ,,Aspoit jeden z cClenov
ekvivalencie je pravdivy a aspoil jeden je nepravdivy.” —(A < B)=(A v B) A
VAN (—|A Vv —|B)

RieSenie je podobné ako v ulohe a), teraz vSak sformulujeme disjunkciu: ,,Prvy
z Clenov ekvivalencie je pravdivy adruhy nepravdivy, alebo je prvy nepravdivy
a druhy pravdivy.“ - (A < B)=(A A =B) v (-A A B)

Implikaciu utvorime z disjunkcie z predchadzajucej tlohy.

—(A < B)=(A A =B) v (A A B)= —(A A =B) = (—A A B) =
=(—-A v B)= (-A A B).

Logicka ekvivalencia A < (B A C)=(A < B) A (A < C) neplati. Ak napriklad
neplati A, neplati B, ale plati C, prvy z vyrokov je pravdivy, ale druhy je nepravdivy.

ol

B|C|BAC | A B A C|I A BAO| A= B AA<s O
0|1 0 1 0 1 0
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b) Ekvivalencia nie je distributivna ani vzhl'adom na disjunkciu. Ak neplatia vyroky A,
B, ale plati vyrok C, tak neplati A < (B v C), ale plati (A < B) v (A < O).

CI|BVC | A B AccC|IAcBvO|l(A=BVvAs O

A
0

B
0

1 1 1 0 0 1

c) Ekvivalencia nie je distributivna vzhl'adom na implikaciu. Ak napriklad neplati ani
jeden z vyrokov A, B, C, tak je vyrok A < (B = C) nepravdivy, avSak vyrok
(A & B) = (A < O) je pravdivy.

C
1

A< B
1

Ao C
0

B AC
0

A< B A Q)
1

A< B) A Ao Q)
0

A|B
00

d) Ekvivalencia nie je distributivna ani vzhl'adom na seba. Ak st napriklad vSetky tri
vyroky A, B, C nepravdivé, tak je vyrok A < (B < C) nepravdivy, ale vyrok
(A & B) & (A & O)jepravdivy.

AcBBeC/ A ClAecBe (O |AeB e As O

ol

B|C
ojo| 1 1 1

0 1

. a) Konjunkcia nie je distributivna vzhl'adom na ekvivalenciu. Ak st napriklad vyroky A,
B, C nepravdivé, tak neplati A A (B < C), ale plati (A A B) < (A A O).

C

B<o C

A AB

AAnC

AAB<e 0

(AAB)o (A Q)

A
0

B
0

0

1

0

0

0

1

b) Disjunkcia je distributivna vzh'adom na ekvivalenciu.

A|B|C|Bo C|AVB|AVC|[AvB<O| AVvB) < (Av O
11171 1 1 1 1 1
11170 0 1 1 1 1
101 0 1 1 1 1
1/0]o0 1 1 1 1 1
o111 1 1 1 1 1
0(110 0 1 0 0 0
0(0 |1 0 0 1 0 0
0(0|0O0 1 0 0 1 1
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8.

c) Implikacia je distributivna vzhl'adom na ekvivalenciu.

A|IB|[CI B C|A=>B|A=>C(A=>B<<(O|A=B < A=0
1111 1 1 1 1 1
11110 0 1 0 0 0
1101 0 0 1 0 0
1100 1 0 0 1 1
0(1(1 1 1 1 1 1
0|1]0 0 1 1 1 1
0/0]1 0 1 1 1 1
0/0]0 1 1 1 1 1

a) Ak je vyrok B pravdivy, potom je ekvivalencia A < B pravdiva vtedy a len vtedy,
ked je pravdivy vyrok A. Ekvivalencia vyroku A s pravdivym vyrokom ma teda
rovnaku pravdivostni hodnotu ako vyrok A.

b) RieSenie je podobné ako v predchadzajicej podulohe. Ekvivalencia vyroku
A s nepravdivym vyrokom mé opacnu pravdivostnu hodnotu ako vyrok A.

9.
A|B|CIAc B AccC|BesC|(AeB <o ClAs Bs O
11111 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 0 0
1,101 0 1 0 0 0
1100 0 0 1 1 1
0|11 0 0 1 0 0
0(1]0 0 1 0 1 1
0(0]|1 1 0 0 1 1
0/0|0 1 1 1 0 0

10. Majme viac¢lenn ekvivalenciu Py < P, < P3; < ... . Predpokladajme, Ze je prvy

11.

vyrok pravdivy. Ak je aj druhy vyrok pravdivy, ich ekvivalencia je stale pravdiva. Ak je aj
treti vyrok pravdivy, ekvivalencia je stale pravdiva. Ak vSak narazime na nepravdivy
vyrok, budeme mat’ ekvivalenciu medzi pravdou a nepravdou, ¢ize nepravdu. Ak bude
d’al§i vyrok pravdivy, znova budeme mat’ ekvivalenciu medzi pravdou a nepravdou. Az
ked narazime na d’al§i nepravdivy vyrok, dostaneme ekvivalenciu medzi nepravdou
a nepravdou, ¢ize pravdu. Analogicka tvaha plati, ak je prvy vyrok nepravdivy. Vidime
teda, ze kazdy nepravdivy Clen ekvivalencie zmeni jej pravdivostnii hodnotu na opacnu.
Preto je viacClenna ekvivalencia pravdiva, ak je parny pocet jej ¢lenov nepravdivych.
Viacc¢lenna ekvivalencia je nepravdivd, ak je neparny pocet jej ¢lenov nepravdivych.

Uvahu za¢neme s dvojélennou ekvivalenciou. Obsahuje Styri pripady, v ktorych
ekvivalencia nadobtida hodnoty 1, 0, 0, 1. Teraz na zaciatok tabulky pridajme tretiu
premennu. Pocet pripadov sa zdvojnasobi. V prvych Styroch pripadoch bude tretia
premenna pravdiva, v poslednych Styroch nepravdiva. Podla tlohy 7. ekvivalencia vyroku
s pravdou zachova pravdivostnl hodnotu tohto vyroku, preto v prvych Styroch pripadoch
ekvivalencia opit’ nadobudne hodnoty 1, 0, 0, 1. Ekvivalencia s nepravdou vSak zmeni
pravdivostni hodnotu vyroku na opacnu, preto v poslednych Styroch riadkoch tabulky
bude mat’ ekvivalencia hodnoty 0, 1, 1, 0. Pridanim kazdej d’al$ej premennej sa bude diat’
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to

ist¢ — v tabulke sa zdvojndsobi pocet riadkov, prvd polovica si zachova svoje

pravdivostné hodnoty a druhd polovica bude obsahovat’ postupne negacie hodnot z prvej
polovice. Ekvivalencia teda bude nadobudat’ hodnoty: 1, 0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0, 1,
0,0,1,0,1...

12. Namiesto tvrdenia ,,Nie je pravda, ze A ma rovnaku pravdivostni hodnotu ako B*, Cize
»~A ma opacnu pravdivostnu hodnotu ako B* dostaneme tvrdenie ,, A ma rovnaku
pravdivostni hodnotu ako negéacia B%, o je to isté. Plati - (A < B)= —A < B, ateda
odobratim zatvoriek v zapise takejto formuly sa jej vyznam nezmeni.

TAUTOLOGIA

1. a)

b)

d)

e)

2

Ked upravime posledny clen disjunkcie De Morganovymi zdkonmi, dostaneme
formulu A v (=A A B) v (=A A —B). Distributivnym zdkonom ,vyberieme pred
zatvorku‘ — A adostaneme A v (-A A (B v —B)). Vieme, ze B v —B je
tautologia a Ze pravdivostna hodnota konjunkcie, ktorej jeden ¢len je urcite pravdivy,
je rovna pravdivostnej hodnote druhého ¢lena. Preto mézeme —A A (B v —B)
upravit na - A A 1, Cize —A. Dostaneme A v —A, Co je tautologia, a teda aj
povodna formula bola tautologia.

Z druhych dvoch ¢lenov disjunkcie vidime, ze ak neplati P, cely vyrok bude pravdivy
bez ohl'adu na to, ¢i plati Q. No podla prvého Clena ak plati P, tak musi platit’ aj Q,
aby bol vyrok pravdivy. Ak teda dosadime za premennu P pravdivy vyrok aza Q
nepravdivy vyrok, cely vyrok vzniknuty z tejto formuly bude nepravdivy, a preto tato
formula nie je tautologia.

Stac¢i nahradit’ implikéciu jej vyjadrenim pomocou disjunkcie a dostaneme —Q v Q,
takze tato formula je tautologia.

Z druhého atreticho ¢lena disjunkcie distributivnym zdkonom vyberieme pred
zatvorku Z. Dostaneme X v (Z A (Y v =Y)) v (=X A —=Z). KedZze Y v =Y je
tautologia, mézeme cely vyraz Z A (Y v —Y) nahradit’ formulou Z A 1, ato
premennou Z. Tym upravime formulu na tvar X v Z v (=X A —Z). Vyuzitim
De Morganovych zakonov upravime treti ¢len disjunkcie a vd’aka asociativnemu
zékonu ozatvorkujeme prvé dva: (X v Z) v — (X v Z). To je tautologia, preto aj
povodna formula musela byt tautologiou.

Kazda formula je ekvivalentna sama so sebou, preto aj toto je tautologia.

Tento zapis mézeme precitat’ ,Nie je pravda, ze formula je ekvivalentnd so svojou
negaciou®, ¢o samozrejme plati. Teda aj tu ide o tautoldgiu.

Na prvé dva Cleny disjunkcie aplikujeme distributivny zdkon, ¢im ziskame formulu
Jd v -IH9DArJv (KvL)v -(K= L) Vieme, ze J v —J je tautologia,
takze pravdivostnd hodnota celej konjunkcie je rovna hodnote jej druhého clena.
Maéme teda (J v (K v L))) v —(K = L), po odstraneni nadbytocnych zatvoriek
a uprave negacie implikacie na konjunkciu dostavame J v K v L v (K A —L).
PouzZijeme znova distributivny zdkon na ¢leny L a (K A —L), ¢im ziskame formulu
Jv Kv ((Lv K)A (L v —L)). Tautologiu L v —L mdéZeme znova z konjunkcie
vylacit. Tym upravime formulu na tvar J v K v ((L v K)). Odstranime zatvorky
a ked’Ze disjunkcia je idempotentnd, mozeme odstranit’ aj jednu premennt K, ktora sa
v tejto disjunkcii vyskytuje dvakrat. Dostaneme disjunkciu J v K v L, ktord nie je
tautologiou, lebo ak za vSetky tri premenné J, K, L. dosadime nepravdivy vyrok, aj
z celej formuly vznikne nepravdivy vyrok. Teda ani povodna formula nie je tautologia.
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h)

3

Nahradime implikacie ich vyjadreniami pomocou disjunkcie, ¢im dostaneme formulu
(—-C v D) v (=D v CO). Svyuzitim komutativneho a asociativneho zdkona ju
mdzeme upravit’ na tvar (C v —C) v (D v —D), ¢o je disjunkcia dvoch tautologii,
ktora je teda tiez tautoldgiou.

Nahradime ekvivalenciu jej vyjadrenim pomocou disjunkcie konjunkcii. Dostaneme
formulu X v (X A Y) v (=X A —=Y)), po odstraneni nadbytocnych zatvoriek
asociativnym zakonom X v (X A Y) v (=X A —Y). Disjunkcia X v (X A Y) je
podla zakona absorpcie ekvivalentnd s X, ¢im dostaneme X v (=X A —=Y).
Distributivnym zakonom to upravime na konjunkciu (X v —=X) A (X v =Y),
a odstranenim tautologie X v —X dostaneme disjunkciu X v —Y, ktora zjavne nie
je tautolégiou, lebo dosadenim nepravdy za X apravdy za Y vznikne nepravdivy
vyrok. Preto ani povodna formula nebola tautologiou.

Disjunkcia prvych dvoch ¢lenov je nepravdiva len v pripade, Ze neplati ani A, ani B.
V tomto pripade je vSak pravdiva ekvivalencia, ktora je tretim ¢lenom tejto disjunkcie.
Preto formula je pravdiva pri l'ubovol'nom dosadeni pravdivostnych hodndt za
premenné, a teda je tautologiou.

KONTRADIKCIA A SPLNITELNOST

1. a)

b)

d)

Tautolégia je formula, ktord ma v tabulke pravdivostnych hodndt v kazdom riadku
hodnotu 1. Jej negacia ma v kazdom riadku tabul’ky opa¢nu hodnotu, teda hodnotu 0.
To vSak znamend, Ze je nepravdiva pri l'ubovolnom dosadeni pravdivostnych hodnot
za premenné, a teda ide o kontradikciu.

Splnitel'na formula, ktord nie je tautolégiou, mé v niektorych riadkoch tabulky
pravdivostnych hodn6t hodnotu 0 a v niektorych 1. Negovanim tejto formuly sa
hodnoty vymenia — tam, kde bola 0, bude 1 anaopak. Potom vSak zase bude
v niektorych riadkoch 0 a v niektorych 1, teda znova pdjde o netautologicka
splnite'na formulu.

Staci, aby bol vyrok B pravdivy, a obe disjunkcie budu pravdivé, a teda bude platit’ aj
cela konjunkcia. Preto tato formula je splniteI'na.

Pouzitim De Morganovych zakonov dostaneme (A v B) A — (A v B), o je zjavne
kontradikcia.

Z prvého a druhého ¢lena konjunkcie (=P v Q) A (=Q v R) A (—mR v —=P) A P
vyberieme pred zatvorku — P a dostaneme (—P v (Q A —R)) A (=Q v R) A P.
Znova pouzijeme distributivny zdkon na prvy a treti ¢len konjunkcie, ¢im dostaneme
formulu (P A =P) v P A (Q A =R))) A (=Q v R) akedze P A —P je
kontradikcia, vieme to upravit na (0 v (P A (Q A =R))) A (=Q v R). VyuZijeme
to, ze disjunkcia nejakého vyroku s nepravdou je ekvivalentnd stymto vyrokom
a odstranime nadbyto¢né zatvorky, ¢im prvy ¢len upravime na (P A Q A —R). Celu
formulu teda upravime na (P A Q A —R) A (=Q v R). Preskupenim zatvoriek
vd’aka asociativnemu zédkonu dostaneme P A (Q A —R) A (—=Q v R). Pouzitim
De Morganovych zékonov na treti ¢len tejto disjunkcie dostaneme —(Q A —R), teda
cela formula bude mat tvar P A (Q A —R) A = (Q A —R). Druhy a treti ¢len tejto
konjunkcie si protire¢ia, mame teda P A 0, ¢ize konjunkciu s kontradikciou, a to je
tiez kontradikcia. P6vodna formula teda nie je splnitel'na.

Vyrok X je bud ekvivalentny sY, alebo s —Y, ale nie naraz. Preto tvrdenie, Ze
X < Y prave vtedy, ked X < —Y je urcite nepravdiveé, a teda dand formula je
nesplnitel'na.
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e) Ked nahradime implikaciu jej vyjadrenim pomocou disjunkcie, dostaneme —A v
— A, z toho vd’aka idempotencii — A, €o je zjavne splnite'na formula, lebo plati, ked’
je vyrok A nepravdivy. Preto aj povodna formula je splnitel'na.

f) Tato konjunkcia implikéacii je vlastne vyjadrenim ekvivalencie A < —A, ktora je
nesplnitel'nd, ked’ze ziaden vyrok nie je ekvivalentny so svojou negaciou.

g) Ak druht implik4dciu obmenime na (=B = A), dostaneme formulu (A = —B) A
A (=B = A), Co je vyjadrenie ekvivalencie A < —B pomocou konjunkcie
implikacii, ktora je splnena vtedy, ak vyroky A, B maji opa¢nl pravdivostni hodnotu.
Teda aj po6vodna formula je splnitel'na.

NORMALNE TVARY

1. a) Tuto formulu mézeme povazovat’ za jednoClennti konjunkciu jednoclennej disjunkcie
s premennou A, alebo tiez za jednoclenni disjunkciu jednoclennej konjunkcie
s premennou A. Preto je v konjunktivnom, aj disjunktivnom normalnom tvare. KedZe
neobsahuje Ziadne negatory, tym skor neobsahuje Ziadne negatory pred inymi
operaciami a je aj v negacnom normalnom tvare.

b) Podobne ako v predchadzajuicom pripade, aj tato formula je vo vSetkych troch
normalnych tvaroch. Mdzeme ju chapat’ ako jednoclenni konjunkciu dvoj¢lenne;j
disjunkcie, alebo ako dvojclennu disjunkciu jednoclennych konjunkcii. Negatory ma
len priamo pred premennymi.

c¢) Uvedend formula nemdze byt v konjunktivnom normalnom tvare, lebo Cleny takej
konjunkcie by museli byt’ disjunkcie pozostavajice len z premennych a ich negécii,
ale tu disjunkcia obsahuje ako svoj Clen dal§iu konjunkciu C A D. Nie je ani
v disjunktivnom normdlnom tvare, lebo aj keby sme ju vnimali ako jednoclennt
disjunkciu, tak jej ¢lenom by musela byt’ konjunkcia pozostavajuca len z premennych
a ich negacii, avSak druhym ¢lenom konjunkcie je disjunkcia B v (C A D). Je vSak
v nega¢nom normalnom tvare, ked’ze ani neobsahuje Ziadne negatory.

d) Formula (A A B) v —=(C A D) nie je v ziadnom z troch spominanych normalnych
normalnych tvaroch. Nemo6ze byt’ v konjunktivnom normalnom tvare, lebo ak by sme
ju chapali ako jednoc¢lenni konjunkciu dvojclennej disjunkcie, tak ¢lenmi tejto
disjunkcie by mohli byt len premenné a ich negécie a v tomto pripade su jej ¢lenmi
konjunkcia (A A B) anegacia konjunkcie —(C A D). Nie je ani v disjunktivnom
normalnom tvare, pretoze by muselo ist’ o disjunkciu ktorej clenmi su len konjunkcie,
avSak tu je jednym z c¢lenov negécia konjunkcie. Nakoniec, nie je v nega¢nom
normalnom tvare, pretoze obsahuje negaciu konjunkcie, pricom formuly v neganom
normalnom tvare mézu obsahovat’ len negacie jednotlivych premennych.

e) Dand formula nie je v konjunktivnom, disjunktivnom, ani negaénom normalnom tvare,
pretoZe formuly ani v jednom z nich nesmi obsahovat’ implikdciu, ani ekvivalenciu.

2. Ak je formula v konjunktivhom, alebo disjunktivnom normalnom tvare, je to vlastne
konjunkcia disjunkcii (resp. disjunkcia konjunkcii), kde kazdym ¢lenom vnuatornej
operacie (¢i uz je to konjunkcia, alebo disjunkcia) su len premenné a ich negécie. Teda
formuly v konjunktivnhom a disjunktivhom maji negatory len pred premennymi
a neobsahuju iné operatory nez konjunktor, disjunktor a negator, ¢o st prave poziadavky
na negacny normalny tvar.
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2

h)

3

4. a)
b)

Sta¢i nahradit’ implikdcie ich vyjadrenim pomocou disjunkcie: (—A v B) A
A (A v C). Tato formula je konjunkciou disjunkcii, ktorych clenmi su len
premenné a ich negacie, teda je v konjunktivnhom normalnom tvare.

Aj vtomto pripade stac¢i nahradit’ implikdciu disjunkciou: —A v B v C. Tato
formula sice neobsahuje konjunktor, ale mézeme ju chapat ako jednoclennu
konjunkciu, ktorej jedinym ¢lenom je disjunkcia pozostavajica len z premennych a ich
negacii.

Formula v konjunktivnom normdlnom tvare nesmie obsahovat implikaciu.
Najjednoduchsi sposob, ako ju odstranit’, je vyuzit’ negator pred fiou, pretoze negacia
implikacie je konjunkcia antecedenta s negaciou konzekventa: A A —B.

Vieme, Ze ekvivalencia je vlastne konjunkcia dvoch implikacii, a tieto implikacie nam
staci vyjadrit’ pomocou disjunkcie:

A< B=A=>BAB=A)=(-AVvB)A(=BVvA)

Ak neplati ekvivalencia A < B, musi byt jeden z dvoch ¢lenov tejto ekvivalencie
pravdivy ajeden nepravdivy. KedZe ide len o dvojclenni ekvivalenciu, ni¢
nepokazime, ak namiesto ,jeden‘ povieme ,aspon jeden‘, Cize pouzijeme disjunkciu.
Takto dostaneme konjunkciu dvoch disjunkcii, ¢ize formulu v konjunktivhom
normalnom tvare: (A v B) A (—=A v —B).

Tato formula je zrejme v disjunktivnom norméalnom tvare. Vymenu postavenia
konjunkcie a disjunkcie mdZeme l'ahko dosiahnut’ pouzitim distributivneho zakona:
PvQAR)=PvVv QA (PVR).

Podobne ako v predchadzajicej ulohe, aj tu uprava na konjunktivny normalny tvar
vyzaduje distributivny zdkon, ibaZe bude o nieCo zloZitejSia.
PAQVRAS=((PAQVRA((PAQ VS)=(PVR)AQVR)A
APV AQVS)Y)=PVRAQVRIAPVSY A@QVYS)

Najprv potrebujeme odstranit’ implikdciu tym, Ze ju nahradime jej vyjadrenim
pomocou disjunkcie: —(P v Q) v (R v S). Negéciu disjunkcie vyjadrime pomocou
De Morganovych zdkonov ako konjunkciu negacii apokracujeme pouZitim
distributivneho a asociativneho zdkona, aby nam vznikla konjunkcia trojclennych
disjunkcii: (=P A —-Q) v R Vv S)=(=P Vv RV S) A (—-Q Vv RV )=
(=PVRVS)A(=QVRVS).

Negaciu konjunkcie vieme pomocou De Morganovych zédkonov l'ahko previest' na
disjunkciu: - (X A =Y A Z)= =X v Y v —Z. KedZze tuto formulu mdéZzeme
chapat’ ako jednoClennii konjunkciu trojélennej disjunkcie, je v konjunktivhom
normalnom tvare.

Podobne ako v predchadzajucej tlohe, negéaciu konjunkcie potrebujeme upravit' na
konjunkciu. Najlepsi sposob, ako odstranit’ negator pred zatvorkou, je pouzit
De Morganove zékony: —((X v = Y) A Z)= =(X v =Y) v —Z. Tym sme vSak
dostali disjunkciu, ktora nie je v konjunktivnhom normalnom tvare, pretoze jeden z jej
¢lenov je negacia disjunkcie, a nie premennd, ani negacia premennej. PouZijeme teda
De Morganove zdkony eSte raz, aby sme negaciu disjunkcie upravili na konjunkciu.
Dostaneme formulu (=X A Y) v —=Z. Tato formula uZ je v disjunktivnom
normdlnom tvare. Na konjunktivny normalny tvar ju upravime pomocou
distributivneho zdkona: (=X A Y) v =Z=(=X Vv =Z) A (Y v =7Z).

Implikaciu staci nahradit’ jej vyjadrenim pomocou disjunkcie. — A v B.

Podobne ako v predchadzajicej tlohe, aj tu musime nahradit’ implikéacie ich
vyjadrenim pomocou disjunkcie. (A = B) = (C = D)= -(A = B) v (C = D)=
—(-AvVvB)v(=-=CvD=(AA -B)v =C v D. Tato formula je disjunkciou,
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h)

3

ktorej Cleny su konjunkcie len premennych a ich negacii (—C, D tu povazujeme za
jednoclenné konjunkcie), takze je v disjunktivnom normalnom tvare.

Negaciu implikdcie nam sta¢i preformulovat’ na konjunkciu: —A A B. Mdzeme ju
chapat’ ako jednoclennu disjunkciu dvojclennej konjunkcie, teda je v disjunktivnom
normalnom tvare.

Ekvivalencia je pravdivd, ak oba jej Cleny platia, alebo oba neplatia. M6zeme ju teda
zapisat’ v disjunktivnom normalnom tvare takto: (A A B) v (—-A A —B).
Dvojclenna ekvivalencia je nepravdiva, ak jeden z jej Clenov plati a druhy nie, alebo
naopak. Preto ju moéZeme zapisat' v tvare (A A —B) v (= A A B), ¢o je disjunktivny
normalny tvar.

Tato formula je v konjunktivhom normalnom tvare, potrebujeme teda vymenit
postavenie konjunkcie a disjunkcie, ¢o dosiahneme aplikovanim distributivneho
zékona: P A (Q Vv R)=(PAQ)Vv (Q AR

Tak, ako v predchddzajtcej ulohe, aj tu budeme musiet’ vyuzit' distributivny zékon:
PVvQOARVS)=((PVOAR VPVQYAS)=(P AR)V (QAR)V
VIPASYVOQAS)Y=EPARVOQARVEPASV@QAS).

Implikaciu nahradime jej vyjadrenim pomocou disjunkcie. Ide vlastne o kratsi variant
ulohyb). Pv Q) =RV S =-PvQ VvRYVS=(—-PA -Q Vv RVS
Potrebujeme odstranit’ negéator pred zatvorkou, preto pouzijeme De Morganove
zékony: - (X v Y v =Z)= =X A =Y A Z. Vysledkom je sice konjunkcia, ale
ked’ze obsahuje len premenné aich negicie, mdéZzeme ju vnimat’ ako jednoclennu
disjunkciu trojélennej konjunkcie, preto je v disjunktivnom normalnom tvare.

Podobne ako v predchadzajtcej tllohe, aj tu musime pouzit’ De Morganove zakony na
odstranenie negatora pred zatvorkou.—((X A Y) v =Z)= - (X A Y) A —Z. Tato
konjunkcia vSak zjavne nie je v konjunktivnom normalnom tvare. Potrebujeme pouzit’
De Morganove zakony eSte raz, aby sme negaciu konjunkcie upravili na disjunkciu,
apotom musime distributivnym zdkonom vymenit' postavenie konjunkcie
a disjunkcie:

—|(X AN Y) AN —|ZE(—|X \V —|Y) AN —|ZE(—|X AN —|Z) \V (—|X AN —|Z)

Negator potrebujeme ,zatlac¢it’ do vnutra‘ tejto konjunkcie, na ¢o pouzijeme De
Morganove zékony: —(A A B)= —-A v —B.

Nega¢ny normalny tvar nemdze obsahovat implikdtor, musime ho vymenit za
disjunktor: A = B= —-A v B.

V tomto pripade musime odstranit’ negétor pred zatvorkou, aj implikétor v nej. Vieme
to vSak urobit’ naraz, tym, Ze vyjadrime negaciu implikidcie ako konjunkciu.
—(A = B)=A A —=B.

Tato formula vobec neobsahuje negatory, ale aby bola v negacnom normalnom tvare,
musime ekvivalenciu vyjadrit’ len pomocou konjunkcie a disjunkcie. P < Q =
=P AQ vV (=PAr=Q).

,Nie je pravda, ze negacia P je ekvivalentnd s Q* znamena, ze P je ekvivalentné s Q,
teda rieSenie je rovnaké, ako v predchadzajucej tillohe: (P A Q) v (=P A = Q).

Pre upravu na negacny normalny tvar musime odstranit’ negator pred zatvorkou, no
ked’ze st dva, mozeme jednoducho pouzit' zakon dvojitej negacie: — —(—~X A Y) =
=-XAY.
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VYPLYVANIE A USUDOK

1. a)

b)

d)

Tato Gsudkova forma je pravidlom spravneho usudzovania. Ak je pravdiva implikacia
a jej antecedent, potom musi byt pravdivy aj jej konzekvent. Ukazeme, ze formula
(A A (A = B)) = B, t,j. implikécia z konjunkcie premis tohto tsudku na jeho zaver
je tautologia: (A A (A = B) > B=(A A (A Vv B) = B=(A A —A) Vv
AAB)Y) =D B=0Ov AAB)=B=(AAB)=B=—-(AAB)Vv B=
(A v —=B) v B=—-A v (=B v B)= —A v 1 =1. Ako jedno zo zakladnych
pravidiel usudzovania v logike ma tato usudkova forma aj svoje pomenovanie —
modus ponens.

Existuje také dosadenie pravdivostnych hodnot do premennych, ze obe premisy budu
pravdivé a zaver nepravdivy, a to napr. ked’ neplati A a plati B. Preto zaver nevyplyva
z premis a dana usudkova forma nie je pravidlom spravneho usudzovania.

A|B|A=B B A
0|1 1 1 0

Ani tato tsudkova forma nie je pravidlom spravneho usudzovania. To, ze plati vyrok
A, eSte nemusi znamenat’, Ze plati celd konjunkcia A A B, pretoze vyrok B nemusi
byt pravdivy.

A|B A A AB
0

Ak plati vyrok A, potom zjavne plati aspont jeden z dvojice vyrokov A, B, preto ide
o pravidlo spravneho usudzovania. Dékaz: A = (A v B)= —-A v (A v B) =
(-Av A)vB=1v B=1.

Dosadenim vyroku ,,Tato skladba sa mi bude pacit* za premennt A, vyroku
,Kuipim si cely album* za premennti B a vyroku ,,Vypocujem si cely album® za C
vznikol tento Gsudok z usudkovej formy

A=B
B=C
A=C

Tato Gsudkova forma je pravidlom spravneho usudzovania a nazyva sa hypoteticky
sylogizmus. Vyjadruje vlastne fakt, Ze implikacia je tranzitivna. Dokaz:

A=B AB=220=>>A=>0==(A=B ArB=0)Vv(-AVv O=
=(-(A=B Vv - B=C)v - AvC=(AA-BvBA-Cv -AvC
=—-AVvAA-BvCvBAr-O=(-AV A A (-A Vv =B) v
v (CvBACYVYT -CO)=1A(—=AYV —B) v (CVv B A 1=
=(-Av -Bpv(CvB=—-Av -BvCvB=-AvCvBv —-B=
=—-AvCv1=1
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b)

d)

Tento usudok vznikol z usudkovej formy nazyvanej modus tollens, ktord ma tvar:

A =B
—B
—A

Modus tollens je pravidlom spravneho usudzovania. Dokaz: (A = B) A —B) =
= —A= —-(A=>B A -B)v -A=(-(A = B)v =——B) v —A =
=(AAN -B)yvB)v -A=(AA-B)VvBv A=A A -B)v (Bv mA)=
=(AA =B)v =(=BAA)=A A =B) v =(A A =B)=1. VSimnime si, Z¢ aj
pravidlo spravneho usudzovania nas méze doviest k nepravdivému zaveru, ak je
nepravdiva niektora zpremis. AvSak, ked’ su vSetky premisy pravdivé, pravidlo
spravneho usudzovania ndm zarucuje, ze aj zaver bude pravdivy.

Usudok bol vytvoreny dosadenim do tisudkovej formy

AvVv B
A
—B

Tato usudkovéa forma nie je pravidlom sprdvneho usudzovania, pretoze implikacia
((A v B) A A) = —B nie je tautoldgia. Je nepravdiva napriklad vtedy, ked’ st oba
vyroky A, B pravdivé. Ak zjem chlieb, eSte to neznamena, Ze nezjem ovocie — mozem
zjest’ oboje. Disjunkcia totiz znamena, ze plati aspon jeden z dvoch vyrokov, nie prave
jeden.

B/AVB| -B|(AVB)AA]| (AvB)AA) = —B
11 1 0 1 0

Hoci sa podobd na usudok zpredchadzajicej tlohy, tento usudok je vytvoreny
z pravidla spravneho usudzovania, ktoré ma tvar:

A v B
—A
B

Dokaz: (Av By A -A) = B=—-(AvB A -A)VvB=(-(AvB)VvAVB
=—(AvB)VAvB=—-(AvVvB)v(AvVvB=1

Usudkova forma, z ktorej bol tento tsudok vytvoreny ma tvar

A=C
B=C
A
B

a nie je pravidlom spravneho usudzovania. Implikécia z premis na zaver, teda formula
(A= C A B = C A A = B nadobudne pravdivostni hodnotu nepravda
napriklad pri dosadeni nepravdivého vyroku do B a pravdivych vyrokov do A a C.

34



A=>O0OAr |[(A>OAB=O A
AIBICIA=CIB=Cl g0 nA AA)= B

1701 1 1 1 0

f) Tento usudok bol vytvoreny podl'a pravidla spravneho usudzovania, ktoré ma tvar:

2

h)

A
A v (A A B)

To, Ze jeho zaver vyplyva z premis, sa d4 zdovodnit’ zakonom absorpcie. Ked'Ze plati
A=A Vv (A A B),musiplatit A < (A v (A A B)),atedaajA = (A v (A A B)).

Usudkova forma v tejto tlohe sa nazyva zikon Dunsa Scota a ma tvar:

A
—A
B

Na prvy pohlad sa moze zdat, Ze nejde o pravidlo spravneho usudzovania, pretoze
zaver vOobec nesuvisi s premisami. No v skuto€nosti zdkon Dunsa Scota je pravidlom
spravneho usudzovania a vyjadruje, Ze z kontradikcie vyplyva Cokol'vek. Dokaz:
(AA -A) = B=0= B=1.

Dana tsudkovéa forma je pravidlom spravneho usudzovania. Ma tvar

A
BV—|B

a vyjadruje fakt, ze tautologia vyplyva z cohokol'vek. Dokaz: A = (B v —B) =
= A = 1=1. Kazda tautologia dokonca vyplyva aj z prazdnej mnoziny premis, preto

fakt, Ze nejaka formula @ je tautoldgia, mézeme zapisat’ v tvare — @.
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DODATOK — VLASTNOSTI OPERACII A RELACII

Logické spojky su zvlaStne tym, Ze ich mdéZeme povazovat’ aj za operatory, aj za relacie,
ked’ze ich oborom hodnot je mnozina pravdivostnych hodnét. Preto v tejto zbierke skimame
rozne ich vlastnosti, ktoré boli definované pre operacie, aj relacie. Tato kapitola obsahuje ich
stru¢ny prehlad.
OPERACIE
Nech o je symbolom nejakej operacie. Potom o tejto operacii hovorime, ze je...
...idempotentna prave vtedy, ked’ plati Vx: x e x=x.
...komutativna prave vtedy, ked plati Vx,y: x e y=y o x.

...asociativna prave vtedy, ked’ plati Vx,y,z: (x e y)e z=x e (y ¢ z).

Nech o a [] st symboly nejakych operacii. Potom hovorime, Ze prva z tychto operécii je
distributivna vzhl'adom na druhu prave vtedy, ked’ plati:

VX,y,zzxe (yllz)=(xe y)ll(xe 2z

RELACIE
Nech R je symbolom nejakej relacie. Potom o tejto relacii hovorime, ze je...
...reflexivna prave vtedy, ked’ plati ¥V x: x R x.
...symetricka prave vtedy, ked’ plati Vx,y: xRy < y R x.
Ked’ze logické spojky st aj operatory, aj relacie, symetria je

pre ne to isté, ¢o komutativnost’.

...tranzitivna prave vtedy, ked’ plati Vx,y,zz X RyAyYyR z) = xR z
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